Podzielnos¢ liczb catkowitych

(zrédto: zasoby internetu; wybo6r: Ewa Ludwikowska)

Zad.1l. Wykaz, ze jezeli liczba naturalna n jest podzielna przez 3 i nie jest podzielna
przez 6, to liczba postaci n? + 7 jest podzielna przez 8.

Zad.2. Wykaz, Ze jesli dwie liczby catkowite r6znia sie o 2, to réznica ich czwartych poteg
jest podzielna przez 8.

Zad.3 Wykaz, ze jezeli p jest liczbg pierwszg wieksza od 3 to p?przy dzieleniu przez 24
daje reszte 1.

Zad.4. Pokaza(, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba n® —n  jest podzielna przez
30.

Zad.5. Wykaz, ze jezeli n jest liczba nieparzysta to liczba (n — 1)(n + 1)(n + 3) jest liczba
podzielng przez 48.

Zad. 6. Udowodnij, ze jezeli n jest liczbg naturalng taka, ze n — 3 jest podzielne przez 4,
ton® + 9 jest podzielne przez 2.

Zad. 7. Udowodnij, ze 10|53%3 — 3333,

Zad.8. Wykaz, ze jezeli przy dzieleniu przez 7 jedna liczba daje reszte 3, a druga reszte 4,
to iloczyn tych liczb daje przy dzieleniu przez 7 reszte 5.

Zad.9. Liczby 102° — 11 103% — 1 sg podzielne przez 41. Uzasadnij, ze liczby 103° — 102°
i 1012 — 100 sg rowniez podzielne przez 41.

Zad.10. Znajdz cyfry x, y, z wiedzac, ze liczba xyz138 dzieli sie przez 7, liczba 138xyz
przy dzieleniu przez 13 daje reszte 6, a liczba x1y3z8 przy dzieleniu przez 11 daje reszte
5.
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Rozwigzania wybranych zadan

Zadanie 3.

Sposob 1

Musimy pokazac, ze
pr-1=(p—-1)(p+1)

dzieli si¢ przez 24, czyli, ze dzieli si¢ przez 8 i przez 3. Poniewaz F jest liczba pierwsza
wiekszg od 3, wiec nie dzieli si¢ przez 3. Zatem przez 3 dzieli sie jedna z liczb F — T jub

p+1 czyli P* — 1dzicli sic preez 3.

Pozostato wykazaé, ze P~ — 1 dzieli sie przez 8. Liczba F jest nieparzysta, wiec jest postaci
4k + 1lub 4k + 3 (bo nie moze by¢ postaci 4k + 2 ani 4k). Zatem odpowiednio

pr—1=(4k+1)* —1=16k> + 8k +1 -1 =8(2k* + k)
pr—1=(4k+3)* —1=16k>+ 24k +9 — 1 = 8(2k* + 3k +1).
W obu przypadkach otrzymujemy liczbe podzielng przez 8.

Sposob 11

Tak jak wyzej zauwazamy, ze liczba F nie dzieli sie przez 2 ani przez 3. Zatem jest postaci

12k + r, gdzie ¥ € {157, 11} Mamy zatem
pt—1 = (12k+r)?> — 1 = 144k> + 24kr +r* — 1.

Podstawiajac za I liczby 1,5,7,11 tatwo sprawdzi¢, ze w kazdym przypadku r? — 1dzieli si¢
przez 24.

Zadanie 6.
Zalozenie:
a€N, a-3=4k
Teza: a®+9 = 25

Dowdd:
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a-3=4k

Wyliczamy a=4k+3

a’+9 = (4k+3)* +9

Obliczamy

(4k+3)*+9 = 64k3+144k*+ 108k+27+9=64k>+144k*+ 108k+36
Wytaczamy 2 przed nawias 2(32k>+72k*+54k+18) =2s

Liczba (32k>+72k?+54k+18) € N zatem warunki zadania zostaty spetnione.

Zadanie 7.
53 =3 (mod 10) 33 =3 (mod 10)
2 2
53 =9 =-1 (mod 10) 33 =9=-1 (mod 10)
226 26 26 216 16 16
(53) =9 =(-1) =1 (mod 10) (33) =9 =(-1) =1 (mod 10)
52 32
53 =1 (mod 10) 33 =1 (mod 10)
53 33
53 =3 (mod 10) 33 =3 (mod 10)
53 33 53 33
53 =33 (mod 10), co $wiadczy o tym, ze liczba 53 —33 jest podzielna przez 10.

Zadanie 9.

Jezeli liczby @ = 10%° — 1§ 10°° — 14 podzielne przez 41, to przez 41 dzieli si¢ tez ich
roznica:

b—a=10"-1- (10" — 1) = 10*° — 10%.
Zauwazmy ponadto, ze

107 — 10 = 10"(10"* — 10%) = 10"*(10™ — 100)

Wiemy, ze liczba ta dzieli si¢ przez 41. Poniewaz 108 nie dzieli si¢ przez 41 141 jest liczbg
pierwsza, liczba podzielna przez 41 musi by¢ 1012 — 100.
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