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1. Co rozumiemy przez konstruktywizm w procesie ksztatcenia?

Termin konstruktywizm jest uzywany w wielu dziedzinach humanistyki (filozofii, psychologii,
socjologii, pedagogice) i sztuki (malarstwie, architekturze) w réznorodnych sensach. Nas
interesuje konstruktywizm w teorii poznania — dotyczacej zrodet wiedzy ludzkiej —
zastosowany w kontekscie ksztatcenia, szeroko rozumianego jako zdobywanie przez dziecko
doswiadczen i wiedzy, rozwijanie umiejetnosci oraz coraz lepsze rozumienie otaczajgcego
nas swiata. Ksztatcenie obejmuje zaréwno przedszkolny i szkolny proces nauczania—uczenia
sie, jak i wszelkie nieformalne uczenie sie, zbieranie doswiadczen w codziennych kontaktach

dziecka: rodzinnych, z rowiesnikami, z innymi dorostymi.

Przedmiotem tego wyktadu jest konstruktywistyczna teoria i praktyka uczenia sie w ramach
edukacji matematycznej pod koniec przedszkola i w klasach 1-3, oparta na badaniach
naukowych prowadzonych przez licznych wybitnych psychologdw, pedagogéw i dydaktykéw
matematyki w ciggu ostatnich stu lat. Szczegdlnie nalezy podkresli¢ tu role, jakg odegrali:
Jean Piaget (1896—-1980), Lew Wygotski (1896—1934), Pierre van Hiele (1909-2010),
Margaret Donaldson (Edynburg), Eddie Gray i David Tall (Warwick, Anglia) oraz Milan Hejny
(Praga).

Znaczacy wkifad w omawiang dziedzine wniosty tez dwie badaczki z Polski: Alina Szeminska
(1907-1986), wspdtautorka fundamentalnych dziet Piageta o rozwoju pojecia liczby i pojec
geometrycznych u dziecka, oraz Edyta Gruszczyk-Kolczyniska, profesor Akademii Pedagogiki
Specjalnej w Warszawie, autorka wielu waznych ksigzek o dzieciecych sposobach uczenia sie

matematyki i o trudnosciach, jakie mogg mie¢ uczniowie.

Konstruktywizm pedagogiczny bywa rozmaicie okreslany i opisywany. Tu bedziemy tym
terminem nazywacé konstruktywistyczne podejscie do procesu ksztatcenia. Oto podstawowe

zatozenia tak rozumianego konstruktywizmu:

e wiedza dziecka powstaje w wyniku jego aktywnego dziatania, jest konstruowana
w jego umysle;

e zdobywanie wiedzy to proces, ktory odbywa sie w interakcji ze srodowiskiem
edukacyjnym:;

e nauczyciel nie moze przekazac dziecku poje¢ matematycznych poprzez samo ich
objasnianie, nawet klarowne i bardzo doktadne, nawet gdy ilustruje je na

konkretnych przyktadach;
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e wbrew obiegowym opiniom efektywne nauczanie nie polega na tym, ze nauczyciel
podaje gotowq wiedze, a dziecko ma sie tego nauczy¢, zapamietac i potem
odtwarzac;

e w mozliwie duzym stopniu wiedza powinna by¢ odkrywana przez uczgce sie dziecko;

e wiedza to nie tylko fakty i informacje, to takze umiejetnosé wykorzystania ich

w praktyce.

Konstruktywizm ktadzie nacisk na proces, a nie efekt ksztatcenia. Podkresla sie, ze w procesie
nauczania trzeba wykorzystywad pozaszkolng wiedze dziecka. Kluczowa za$ tezg jest
niemoznos¢ przekazania wiedzy matematycznej poprzez najlepsze nawet pokazy i stowne
objasnienia. Dziecko wprawdzie moze wiedzie¢, co mu sie pokazuje, moze znac wszystkie
uzyte przez dorostego stowa, ale jezeli nie ma odpowiednich wczes$niejszych doswiadczen

i jego rozwdj umystowy nie osiggnat jeszcze niezbednego poziomu, zadne wyjasnienia nie
wystarczg, by zrozumiato i przyswoito sobie nowe dla niego pojecia. Przyktaddw ilustrujgcych
to zjawisko mozna podac wiele. Wiedza matematyczna nie powstaje tez w wyniku asocjacji,
w wyniku kojarzenia tego, co uczen widzi, ze stowami lub symbolami, cho¢ takie przekonanie

byto rozpowszechnione w dziewietnastym wieku i dzi$ jeszcze nieraz sie ujawnia.

Wiedza matematyczna tworzy sie w umysle dziecka w wyniku dfugoletniego procesu,

w ktérym podstawowag role petnig samodzielnie wykonywane czynnosci (takie jak np.
przeliczanie przedmiotéw, uktadanie zetondw majgcych przedstawia¢ osoby lub rzeczy,

o ktérych jest mowa w zadaniu arytmetycznym, zabawa w kupno-sprzedaz, dopasowywanie
do siebie wycietych figur geometrycznych). Kazde dziecko musi przejs¢ te droge osobiscie.
Nie wystarczy, ze patrzy z bliska na czynnos$ci wykonywane przez kogos innego. Szeminska
opisata sugestywnie swe doswiadczenia z dzie¢mi przedszkolnymi, ktére znacznie lepiej
zrozumiaty réwnolicznosé kulek w dwadch kolorach, gdy same wktadaty rownoczesnie te kulki
po jednej do naczynia, niz wtedy, gdy patrzyty z bliska, jak ktos$ inny je wkfada i objasnia,

co robi.

2. Na czym polega realizacja konstruktywistycznych zalecen?

Szczegbtowemu omodwieniu matematycznej edukacji wczesnoszkolnej, z naciskiem na
podejscie konstruktywistyczne, poswiecone jest 160 stron mojego tekstu Matematyka

w edukacji poczgtkowej — podejscie konstruktywistyczne w ksigzce Matematyczna edukacja
wczesnoszkolna (Semadeni, 2015). Tam tez podana jest szczegétowa bibliografia. Tutaj

ograniczam sie do omdwienia tylko niektorych zagadnien.
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Rola nauczyciela nie moze polegac na zwyktym przekazywaniu dziecku tego, co jest
okreslone w programie i rozwiniete w podreczniku. Nauczyciel powinien organizowac¢
rozmaite sytuacje dydaktyczne i stwarza¢ w ten sposdéb warunki sprzyjajgce konstruowaniu
sie w umystach uczniéw waznych pojeé i schematow logiczno-matematycznych, ktére
stang sie fundamentem ich wiedzy. Zajecia mogg miec czesciowo forme zabawy, ale beda
skuteczne tylko wtedy, gdy dadzg uczniom sposobnos¢ do obserwowania, zbierania

doswiadczen, do refleksji nad tym, co robig, do odkrywania pewnych prawidtowosci.

Podejscie konstruktywistyczne nalezy do tego nurtu pedagogiki, ktory ktadzie nacisk na
aktywno$¢ osoby uczgcej sie. Dobrze to wyrazato stare nauczycielskie powiedzenie, ze

w okresie wczesnoszkolnym uczniowie ,myslg rekami”. Nie wystarczy jednak spontaniczna,
nieukierunkowana aktywnos¢ dziecka w swobodnych zabawach. Bardzo wazne jest, by
zastanawiato sie ono nad efektem wykonanych juz czynnosci, by prébowato przewidziec,
co sie stanie, gdy np. dosunie lub odsunie kilka zetonéw, wytnie jakies figury, by w razie
watpliwosci samodzielnie sprawdzato swoje przypuszczenia (dla upewnienia sie badz tez
stwierdzenia jakiejs niezgodnosci). Takie czynnosci dziecko moze wykonywaé¢ w domu,

w przedszkolu i w szkole. Powinno tez rozmawia¢ o tym — w swoim naturalnym jezyku

— z innymi osobami.

Wiedza matematyczna tworzy sie w umysle uczgcego sie dziecka pod wptywem
wykonywania odpowiednich czynnosci, zwigzanych najczesciej z ruchem, oraz zastanawiania
sie nad celem i sensem tego, co robi. Szczegdlnie wazne sg czynnosci wykonywane przez

dziecko rekoma oraz rozmowa o tych czynnosciach z dorostymi i z réwiesnikami.

Dobrze, gdy nauczyciel stara sie wykorzystywaé naturalng ciekawos¢ dzieci, ktéra moze tez
dotyczy¢ kwestii matematycznych, jesli sg im odpowiednio przedstawione. Uczniowie
powinni byé motywowani do samodzielnych préb z konkretami (takimi jak np. patyczki,
klocki, tekturki z napisami 1, 10, 100, ... bedace ,,pieniedzmi na niby”). Dobrze tez zachecaé
ich do stawiania pytan bez obawy, ze powiedzg co$ niedobrze lub sie pomyla. Trzeba przy
tym opieracd sie na ich wiedzy pozaszkolnej, potocznej. Wazne tez jest, by wykazywac
zainteresowanie tym, co dzieci robig, zacheca¢ je do rozmowy, do méwienia o swych
spostrzezeniach i przypuszczeniach. Nauczyciel powinien by¢ opiekunem, organizatorem,
powinien inspirowac uczniow, wspierac ich dziatanie, zacheca¢ do samodzielnego myslenia.
To ostatnie Scisle wigze sie z prawem ucznia do popetnienia btedu — te fundamentalnag

kwestie bede jeszcze rozwijac.
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Podejscie konstruktywistyczne moze by¢ realizowane zaréwno w pracy pojedynczych dzieci,
jak i w pracy grupowej. Ponadto nacisk na metody aktywne nie oznacza catkowitego
odrzucenia metod podajacych czy nauki pamieciowej. Formy te nie powinny jednak

zdominowac nauczania.

Bardzo wazna, choc¢ nieraz niedoceniana, jest refleksja. Po fazie samodzielnych czynnosci
dzieci — po manipulowaniu konkretami, wycinaniu, rysowaniu — powinna pojawic sie na
koniec jakas ocena tego, co byto robione, dokonana najpierw przez uczniéw. Nauczyciel
pyta, co zauwazyli i czego sie nauczyli, ale nie ,,wycigga” oczekiwanych przez siebie
prawidtowych wypowiedzi. Nastepnie — jako osoba znaczgca — krotko podsumowuje
doswiadczenia. Bez takiego podsumowania nieraz zdarza sie, ze po interesujacych zajeciach
nie pozostaje w umysle dzieci zaden slad, Zze juz nastepnego dnia nic nie pamietajg lub

ze w pamieci zostajg im jakie$ matematycznie nieistotne szczegéty. Moga zdarzy¢ sie jednak
sytuacje, w ktérych uczniowie zaciekawig sie na zajeciach jaka$ prawidtowoscig, a mimo to
nauczyciel stusznie im jej nie objasnia, bowiem uwaza, ze dla czesci dzieci bytoby to
przedwczesne; zostawia ich z tym zaciekawieniem, by da¢ im czas na dalsze obserwacje

i nowe wtasne doswiadczenia.
Oto gtéwne cele ogdlne konstruktywistycznie nastawionej edukacji:

e wspomaganie rozwoju umystowego kazdego dziecka, w szczegdlnosci tworzenia sie
w jego umysle odpowiednich schematéw poznawczych i rozwijania myslenia
operacyjnego (ten ostatni bardziej szczegétowo omowie ponizej);

e zebranie przez dziecko doswiadczen niezbednych do uksztattowania sie
odpowiednich poje¢ matematycznych;

e stymulowanie rozumowan matematycznych, samodzielnosci myslenia i krytycyzmu
(na miare dziecka);

e rozwijanie umiejetnosci matematyzowania fatwych zagadnien zaczerpnietych
z otaczajace] dziecko rzeczywistosci i stosowania nabytej wiedzy w konkretnych

sytuacjach.

3. Respektowanie poczucia sensu u dziecka i jego wiedzy osobiste;j

Ksztattowanie poje¢ matematycznych powinno by¢ powigzane ze wspomaganiem procesu
konstruowania sie w umysle dziecka znaczenia, sensu poznawanych na lekcjach termindw
matematycznych, zdan i symboli. Chodzi tu o stopniowe, coraz lepsze rozumienie m.in.

znaczenia zapisOw symbolicznych typu 2 + 4 = 6 lub 4 < 7 oraz znaczenia stow takich jak
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,0djac”, ,zmierzyé”, ,rozwigzac réwnanie”, , prostokat”. Znaczenie tych symboli i stow
powinno wywodzi¢ sie z ich praktycznego, zyciowego sensu i stopniowo przechodzi¢

w znaczenie oderwane od konkretnych przyktaddéw. Nalezy odréznia¢ dwa rodzaje znaczenia
jakiegos terminu, zdania czy symbolu: jego znaczenie naukowe i znaczenie osobiste

w umysle pojedynczego ucznia.

Znaczenie naukowe, oficjalne, publiczne opisane jest w programach szkolnych

i podrecznikach. Nie powinno sie wymagac¢ w klasie scistej, naukowej definicji danego
terminu matematycznego czy znaku, lecz jakiejs modyfikacji znaczenia dostosowanej do
mozliwosci umystowych dzieci w danym wieku. Niestety bywajg definicje podawane zbyt
formalnie, zbyt sztywno (z obawy przed niescistosciami), w sposdb niezrozumiaty dla dzieci,

w jezyku odbiegajgcym od stosowanego w sytuacjach zyciowych.

Znaczenie osobiste, intuicyjne, nieostre, czesto niezbyt poprawne, konstruuje sie w umysle
kazdego dziecka indywidualnie w wyniku jego doswiadczen wyniesionych z zycia
codziennego i z zaje¢ w klasie szkolnej. U jednych uczniéw jest to znaczenie bogate,
elastyczne, ktére moze by¢ stosowane w réznych kontekstach, a u innych — znaczenie
waskie, sztywne, czesto ograniczone do zapamietania, jak nalezy uzywac odpowiednich
stéw czy znakdéw w typowych zadaniach. W centrum uwagi w szkole bywa reprodukowanie
przez ucznidéw ,,uszkolnionych” porcji wiedzy naukowej, a na wiedze osobistg dziecka

nie zwraca sie uwagi.

Rdznice miedzy wiedzg naukowg i wiedzg osobistg dziecka opisaty na wyrazistych

przyktadach Dorota Klus-Stariska i Marzenna Nowicka (2009).

Bardzo wazne jest, by matematyczna wiedza osobista ucznia — wywodzgaca sie z jego
doswiadczen — stawata sie stopniowo (w wyniku dtugofalowego procesu) zgodna z wiedzg
naukowa bez nadmiernych, przekraczajgcych mozliwosci dziecka dysonanséw poznawczych.
Wiedza naukowa ucznia powinna by¢ oparta na wczesniejszej wiedzy osobistej i z nig
nalezycie zintegrowana; powinna wywodzi¢ sie z wtasciwego intuicyjnego rozumienia sensu

poje¢ matematycznych i z tego, co w zwigzku z tym uczen robi i co mowi.

Matematyka szkolna powinna mie¢ sens dla dziecka, jest to kluczowy warunek
efektywnego uczenia sie. Najpierw jest to jedynie sens praktyczny, Scisle powigzany z tym,
co dla dziecka wazne zyciowo, i wyrazony w jego jezyku. Dlatego konkretne czynnosci
wykonywane przez ucznia muszg jawi¢ mu sie jako sensowne, np. uktadane patyczki moga

by¢ ,,cukierkami na niby”, jednak zadanie ich dotyczgce i jego rozwigzanie powinny by¢ dla
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dziecka naturalne w jego kontekscie zyciowym. Takie czynnosci i doswiadczenia to podstawa
konstruowania ogélniejszych schematéw umystowych, stopniowo coraz mniej zaleznych

od konkretnych przedmiotéw i sytuacji.

Czesto spotykany jest poglad, ze mate dzieci nie rozumuja logicznie. Otéz — jak to wykazywat
Piaget — ich rozumowanie jest logiczne, ale logika dziecka jest rézna od logiki dorostego.
Podstawowy btad edukacyjny polega na tym, ze nauczyciel wymaga od dziecka, by to ono
dostosowato sie do sposobu myslenia dorostych. Zgodnie z wiasciwym, jakkolwiek znacznie
trudniejszym, podejsciem wtasnie dorosty jako bardziej wyksztatcony prébuje wnikng¢ w tok
myslenia dziecka i dobiera zadania tak, by byty mozliwie zgodne z jego poczuciem sensu.
Wtedy dziecko staje sie pojetne, chetnie rozwigzuje zadania i w ten sposdéb efektywnie sie
uczy. Pdzniej tres¢ zadan powinna stopniowo by¢ coraz mniej uzalezniona od konkretu.
Niestety narzucana uczniowi w szkole strategia rozwigzywania zadan zbyt szybko staje sie dla

niego sztuczna i obca. To wiasnie jest jedng z gtéwnych przyczyn niepowodzen z matematyki.

Dziecieca logika opiera sie na silnym poczuciu sensu, totez zadanie niezgodne z tym
poczuciem staje sie dla niego niezrozumiate, obce. W podrecznikach szkolnych jest wiele
zadan, ktérych sensu dziecko nie widzi; w efekcie dostaje wiec etykietke niezdolnego

do matematyki.

Rozpatrzmy pozornie proste zagadnienie: przemiennos¢ dodawania. Termin ten jest
typowym przyktadem wiedzy naukowej. Okoto 40 lat temu pojawit sie w programie klasy 1,
a w jednym z podrecznikéw do klasy 2 wydrukowany byt nawet jego zapis algebraiczny:
a+b=b+a. Tak wiernie prébowano przenosi¢ wiedze akademicka do nauczania
poczgtkowego! Przemiennos¢ ta jest wazna, ale podawanie dzieciom jej nazwy bytoby
zupetnie zbytecznym obcigzaniem ich pamieci trudnym i obcym stowem. Wystarczy, jesli
uczniowie wiedzg np., ze gdy w rzadku stojg 4 czerwone swieczki i 5 z6ttych, to liczac je

od lewej, wychodzinam 4 + 5 =9, a liczagc od prawej, musimy dostac tyle samo w odwrotnej
kolejnosci 5 + 4 = 9. Przeciez to te same Swieczki, wynik liczenia musi by¢ taki sam.
Podawanie ogdlnego prawa jest zbedne, wazne jednak, by dziecko stopniowo uswiadamiato
sobie — na réznych przyktadach, w réznych sytuacjach — ze tak jest tez przy innych liczbach,
ze tak jest zawsze. To uogodlnienie nie pojawia sie jednak nagle na jakiej$ poswieconej temu

lekcji, lecz stopniowo konstruuje sie w umysle dziecka.

Przemienno$é dodawania czesto zapisywana jest w podrecznikach w postacinp.3 +4 =4+ 3.
Matematyk interpretuje to nastepujgco: liczba 3 + 4 jest rowna liczbie 4 + 3. Dla dziecka

przez pewien czas takie rozumienie tego pozornie prostego zapisu jest niedostepne, bowiem

®RE 9



Zbigniew Semadeni ® Podejscie konstruktywistyczne do matematycznej edukacji wczesnoszkolnej ®

symbol typu 3 + 4 nie przedstawia dla niego liczby, lecz oznacza polecenie, obliczenie do
wykonania. Widzgc napis 3 + 4, dziecko wie, ze ma dodaé podane liczby i ma to by¢ zapisane
w postaci 3 + 4 = 7. Podobnie napis 4 + 3 nie oznacza dla dziecka liczby, lecz inne polecenie,
ktére trzeba wykonac w postaci 4 + 3 = 7. Dziecko wie, ze wyniki obu obliczen sg takie same,
ale naturalnym dla niego zapisem tego faktu sg dwie osobne réwnosci:3+4=7i4+3=7.
Zobaczywszy zapis 3 + 4 = 4 + 3, wszystkie dzieci poczgtkowo chcg go uzupetni¢ przez
dopisanie na koncu = 7. Jak to wykazali Gray i Tall, traktowanie wyrazenia typu 3 + 4 jako
pojedynczej liczby jest wyzszym poziomem rozumienia dodawania i przydaje sie bardzo przy
pewnych obliczeniach ztozonych w klasie 3, niezbedne za$ jest w rachunku algebraicznym

(w gimnazjum).

W praktyce szkolnej wiedza osobista uczniow jest czesto ignorowana. Nauczyciel przekazuje
im elementarne porcje wiedzy naukowej, czesto tak sformutowane, ze dzieci nie widza

w tym sensu. Nieraz przybiera to postac¢ gotowych regut. Jesli nawet uczniowie je sobie
przyswoja, nie jest to ich wiedza, nie stanowi wtasciwego fundamentu dla ich dalszego

rozwoju i okazuje sie mato przydatna, gdy trzeba jg stosowad.

Wszelkie czynnosci matematyczne muszg jawic sie dzieciom jako sensowne, stuzgce

do jakiegos zrozumiatego dla nich celu. Uczniowie powinni widzie¢, ze matematyka jest
przydatna w zyciu. Sensowne powinny tez by¢ sposoby wykonywania przez dziecko obliczen,
sformutowania dawanych mu zadan i sposoby ich rozwigzywania. Wykonywanie czynnosci
niezrozumiatych dla dziecka, a wymuszonych przez podrecznik lub nauczyciela, jest szkodliwe
zaréwno dla ucznia stabego (ktory przestaje rozumieé i zaczyna sie bronié przed
matematyka), jak i dla zdolnego (matematyka staje sie dla niego nieinteresujgca, nudna,

uczen sie nie rozwija).

Dla przyktadu poréwnajmy polecenia: podziel papierowq pizze (lub tort) na cztery réwne
czesci i podziel papierowe koto na cztery rowne czesci. Matematyczny sens obu tych polecen
jest taki sam, jednak dziecko rozumie praktyczny, zyciowy sens tego pierwszego, spotkato sie
juz z takimi sytuacjami, wie, czego sie od niego oczekuje. Podziat figury geometrycznej, jaka
jest koto — dla dorostego bardzo prosty — dziecko odbiera jako bardziej abstrakcyjny. Ten
wyzszy poziom jest wprawdzie naszym celem edukacyjnym, ale droga do niego wiedzie przez

przyktad pojeciowo blizszy dziecku.

Podobnie mozna poréwnaé dwa polecenia: oblicz dtugos¢ ptotu i oblicz obwdd prostokgta.
Czasem mata zmiana sformutowania, dla dorostego nieistotna, zmienia zadanie

ze zrozumiatego dla ucznia na zadanie zbyt trudne lub odwrotnie.
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4. Konflikty poznawcze i rola manipulowania konkretami

Aby zrozumie¢, na czym moze polegaé konflikt poznawczy, rozpatrzmy nastepujacy przyktad.
Dorosty podaje dziecku stowng informacje, ze mis stoi na drabince na pigtym szczeblu. Pyta,
ile szczebli jest ponizej tego szczebla. Badania Szeminskiej wykazaty, ze pewne dzieci byty
przekonane, ze musi by¢ ich pieé. Prosita wtedy o policzenie tych szczebli (na rysunku lub na
prawdziwe] drabince). Byty zdziwione, gdy mogty sie same przekonaé, ze jest inaczej, ze sg
tylko cztery szczeble. Nie wystarczy jednak taki pojedynczy przyktad. Trzeba sytuacje
parokrotnie powtdrzy¢ na podobnych, ale réznigcych sie przyktadach (np. dziecko stoi na

széstym schodku; dzieci lepig 6smego batwanka, ile batwankdw juz ulepity).

Typowe czynnosci wspomagajgce konstruowanie nowych poje¢ powinny by¢ organizowane
przez stworzenie lub opisanie dziecku sytuacji, z ktérej wytania sie jakies pytanie, jakie$
zadanie. Uczen probuje odpowiedzie¢ na to pytanie, rozwigza¢ dane mu zadanie. Wykonuje
przy tym (sam lub z pomocg nauczyciela badz kolegi) jakies czynnosci. Ograniczenie sie

do jednorazowej czynnosci bywa na ogét nieskuteczne, bowiem moze okaza¢ sie, ze cho¢
dziecko rozumiato, co robi, to po jednym wykonaniu niewiele z tego zostato, nowa wiedza
uleciata. Gdy uda mu sie rozwigzac zadanie, nalezy da¢ mu kolejne okazje, by mogto
powtdrzyc takie same lub podobne czynnosci i upewnié sie przy tym, ze dobrze rozwigzuje
zadanie. Gdy uczen juz wie, jak to sie robi, jest zadowolony, ze nauczyt sie czego$ nowego
i chce zwykle to jeszcze pare razy powtérzyé. Ta utrwalajgca faza jest wazna, bo sprawia
przyjemnos¢ sukcesu. Efektywne uczenie konczy sie, gdy dziecko czuje, ze juz wystarczajgco
poznato problem; nie czuje wtedy potrzeby dalszego powtarzania czynnosci. Przestaje sie

tym interesowac, chce robié cos innego.

Niezgodnosci miedzy wcze$niejszymi sgdami ucznia a nowymi, zauwazanymi faktami
sg nieodzownym aspektem rozwoju struktur poznawczych, ale powinny by¢ stopniowo
pokonywane przez samo dziecko w naturalnym procesie dostosowywania sie jego

schematow umystowych do nowych sytuacji.

Mechanizm ten jest opisany w teorii Piageta. Jesli struktury poznawcze — po ich zaburzeniu
przez ujawniajgce sie niezgodnosci — ulegng w wyniku dziatania dziecka odpowiedniej
modyfikacji, moga przejs¢ w nowy stan réwnowagi. Z tego powodu warto nawet przemyslec
i celowo wywotac konflikt poznawczy, w ktorym jakies fakty obserwowane przez dziecko
nie zgadzaja sie z jego wczesniejszymi mniemaniami. Chodzi o to, aby zaciekawi¢ ucznia

i sktoni¢ go do zastanowienia sie i sprawdzenia, jak to jest naprawde, tak aby sam mégt sie
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o tym przekonac. Nie moze to jednak by¢ przedwczesne. Jesli dziecko nie dojrzato do tego,

lepiej zostawi¢ kwestie bez komentarzy.

Dzieci nieraz nieSwiadomie taczg cechy ilosciowe z jakosciowymi. Typowy konflikt poznawczy
stwarza sytuacja, gdy uczen widzi w jednym koszyku np. 7 duzych, a w drugim 7 matych
jabtek. Gdy postawi sie pytanie: W ktérym koszyku jest wiecej jabtek?, dziecko, opierajac sie
na osobistej, przedszkolnej wiedzy, odpowie, ze duzych jabtek jest wiecej. Nauczyciel klasy 1
oczekuje policzenia jabtek w kazdym koszyku (lub przyporzadkowania ich jeden do jednego)

i spodziewa sie szkolnej odpowiedzi: jest tyle samo. Dla dziecka jest jednak oczywiste,

ze duzych jabtek jest wiecej (bo przeciez jest tu wiecej do zjedzenia). Gdyby lekcja dotyczyta
wazenia, odpowied? dziecka bytaby uznana za poprawng, a gdy dotyczy réwnolicznosci

zbioréw — jest niepoprawnal!

Przypomnijmy klasyczny Piagetowski test statosci liczby. Jest to dobry przyktad naturalnych
trudnosci i niezgodnosci ujawniajacych sie u kazdego dziecka w pewnym stadium rozwoju.
Ot6z dla uczenia sie arytmetyki kluczowa jest Swiadomosg, ze liczba przedmiotéw nie zmieni
sie, gdy zostang rozsuniete tak, ze zajmg wiecej miejsca. Kwestia ta byta badana
systematycznie po raz pierwszy przez Piageta i Szeminiska. Dziecku wpierw pokazuje sie szyk
dwéch rzadkdéw zetondw — np. 8 czerwonych i 8 zielonych, utozonych tak, ze od razu widag,

ze ich jest tyle samo.
00000000
D0000000

Zadaje mu sie pytanie: Ktdrych kdtek jest wiecej — zielonych czy czerwonych? A moze jest tyle
samo? Dziecko odpowiada, ze jest ich tyle samo. Czesto dla upewnienia sie liczy przy tym
jedne i drugie zetony. Potem nastepuje druga faza testu: dorosty zaktéca wzrokowa
oczywisto$¢ rédwnosci, rozsuwajac na oczach dziecka zielone zetony tak, ze zajmujg wyraznie
wiecej miejsca, i powtarza pytanie.

Q0000000

,’//\ “,’\y’ /'\) “/,-—\“ //\v "/_\‘ l’j /'j

> / / . / 4

Dziecko na przedoperacyjnym poziomie rozwoju sugeruje sie zewnetrznym wyglgdem
uktadu zetondw i méwi, ze teraz zielonych kétek jest wiecej; bywa o tym zdecydowanie
przekonane, mowi, ze to ,przeciez widac”. Jezeli jest na takim wtasnie niskim poziomie,

nie pomoze objasnianie i narzucanie mu poprawnej wypowiedzi. Owszem, dziecko moze
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nauczyc sie wyjasniaé to poprawnie w jezyku dorostego, ale bedzie to jedynie wyuczona

wypowiedz pasujgca do tej wtasnie sytuacji, a nie przejscie na wyzszy poziom myslenia.

Jezeli za$ badane dziecko jest przekonane, ze po dokonanej zmianie nadal jest tyle samo
zielonych kotek co czerwonych, okresla sie to terminem statos¢ liczby (kardynalnej) lub
konserwacja liczby. Jest to jeden ze wskaznikow przejscia dziecka na poziom operacyjny

w rozwoju jego myslenia. Dzieci osiggajg ten poziom rozwoju przecietnie w wieku pomiedzy
6 a 7 lat, ale jeszcze okoto jednej pigtej siedmiolatkéw pozostaje na poziomie

przedoperacyjnym.

Statosc liczby kardynalnej jest niezbedna do prawidtowego uksztattowania pojeciowego
dodawania abstrakcyjnych liczb (oderwanych od konkretu) i wszystkich pozostatych dziatan
arytmetycznych. Dodawanie wywodzi sie z czynnosci, z ktérych typowa jest nastepujaca:

w jednej kupce dziecko widzi 4 krazki, a w drugiej 3. Potem zsuwa je razem i liczy, ze
wszystkich razem jest 7. Po zsunieciu krazki zajmuja jednak mniej miejsca. Jesliby dziecko
sgdzito, ze jest ich teraz mniej niz przedtem, to trudno bytoby budowac¢ na tym jego
przekonanie, ze 7 to 4 i 3. Nie znaczy to bynajmniej, ze dziecko nie moze zaczg¢ uczyc sie
dodawania przed osiggnieciem poziomu operacyjnosci. Owszem — moze, a nawet powinno
sie uczy¢, ale z mozliwoscig sprawdzania wszystkiego w kazdej chwili na konkretach.
Podkresli¢ nalezy, ze chodzi tu o danie uczniowi takiej sposobnosci, nie zas o zmuszanie go
do liczenia na konkretach, gdy daje sobie rade bez nich. Natomiast uczenie dzieci dodawania
na poziomie przedoperacyjnym oparte jedynie na zapamietywaniu wynikéw (bez chociazby

podpdrki w postaci liczenia na palcach) dziata destrukcyjnie, jest szkodliwe.

Dydaktycznie bardzo znaczace, cho¢ mato znane, sg wyniki badan Szeminskiej, ktéra
zmodyfikowata standardowy test Piageta, zastepujgc zetony przez odpowiednio dobrane
pary przedmiotow, np. przez 8 matych zielonych domkéw bez dachéw i 8 czerwonych

dachéw. Uktada sie je tak, ze réwnolicznos¢ tych zbioréw jest oczywista.

A A A AAAAA
EEEEEEEN

Pozornie zmiana typu testu jest zupetnie nieistotna; poprzednie mate, okragte, identyczne
zetony w dwodch kolorach wydajg sie matematycznie i psychologicznie réwnie konkretne

jak domki i dachy. Oprdécz tej zmiany test Szeminskiej byt zorganizowany tak samo jak
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test oryginalny. Po stwierdzeniu rownolicznosci domkéw i dachdw jeden z tych rzadkdéw

byt rozsuwany na oczach dziecka:

A A A A AAAA
H B B BE B B BB

Szczegdlnie godne uwagi jest to, ze poprawne odpowiedzi podawaty juz dzieci czteroletnie,
o okoto dwa lata wczesniej niz w oryginalnym tescie! Piaget okreslit ten poziom odpowiedzi
dziecka terminem pseudokonserwacja. Czton ,,pseudo-" wyraznie sugeruje, ze to nie jest
jeszcze prawdziwa konserwacja Piagetowska. Nasuwa sie oczywiste pytanie: co powoduje,
ze klasyczny test statosci liczby wymaga znacznie wyzszego poziomu rozwoju umystowego
niz jego pozornie réwnowazna modyfikacja typu domy i dachy? Szeminiska wyjasniata

(w duchu Piageta), ze statosc liczby zawsze wynika z identyfikacji par, z przyporzagdkowania
wzajemnie jednoznacznego, ktoére jest wyrazniejsze i bardziej sie narzuca przy parach: domki
i dachy lub (to inne warianty jej testu) uchwyty i koszyki bez uchwytéw badz filizanki i spodki,
badz jajka i kieliszki do jajek (cho¢ w tych dwdch ostatnich przypadkach efekt byt stabszy niz
przy domkach i dachach).

Za trafniejsze uwazam jednak inne wyjasnienie: chociaz zetony w klasycznym tescie sg
konkretne i mozna nimi manipulowac, dzieci nie wiedzg, w jakim celu s3 pytane, czy jest
tyle samo czerwonych kétek co zielonych. Pytanie to nie ma to zadnego zwigzku z ich
dotychczasowymi doswiadczeniami zyciowymi. Zadane pytanie jest formalne, dotyczy
znaczenia stow: ,,Czy jest tyle samo?” oderwanego od zyciowo zrozumiatej sytuacji. O to
zresztg chodzi w tym tescie, on ma by¢ witasnie taki formalny. Natomiast cel pytania, czy jest
tyle samo domkdéw co dachéw, zyciowo jest jasny: kazdy dom musi mie¢ dach, dach bez
domu jest bezuzyteczny. Pytanie, czy jest tyle samo domkoéw co dachdéw, ma dla dziecka
sens, nie jest wiec ono zmylone przez zwiekszanie odlegtoéci miedzy dachami. Zetony, choé
tez sg konkretne, nie nasuwajg zadnych wskazéwek, po co takie pytanie jest zadawane.
Donaldson podata wiele innych przyktadéw wskazujgcych na to, ze istotnie lepsze
odpowiedzi w zadaniach typu piagetowskiego padajg wtedy, gdy pytania sg tak

sformutowane, ze dzieci rozumiejg ich zyciowy sens.

Powyzszy przyktad domdw i dachdw pokazuje, ze dana idea matematyczna moze mie¢ wiele
réznych sformutowan w jezyku konkretdw, na réznych poziomach. Modyfikacja kontekstu
lub sposobu wystowienia zadania, pozornie matematycznie nieistotna, moze zasadniczo
zmienic jego trudnos¢ dla dzieci. Przyktad ten daje zarazem pogladowa wskazéwke, jak

nalezy wprowadza¢ nowe pojecia matematyczne w edukacji wczesnoszkolnej.
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o Trzeba sformutowac jakies konkretne zagadnienie, majgce sens dla dzieci,
i rozwigzywac je, stosujgc rozumowanie odpowiadajgce temu kontekstowi, tak by
byto zgodne z zyciowymi doswiadczeniami uczniéw.

e Potem w kolejnych, analogicznych zadaniach nalezy stopniowo zmniejsza¢ zalezno$é
rozwigzania zadania od kontekstu.

e Dopiero po zdobyciu przez dzieci dostatecznie wielu doswiadczen powinno sie

przechodzié¢ do bardziej abstrakcyjnych wersji tego samego zadania.

Niestety czesto w praktyce szkolnej przejscie do wersji abstrakcyjnej i do zapisu
symbolicznego nastepuje zbyt szybko i jest to jedng z gtéwnych przyczyn trudnosci wielu

dzieci z matematyka.

Podstawowg trudnoscig przy realizacji powyzszych zalecen jest oczywiscie to, ze dzieci
bardzo réznia sie podatnoscia na uczenie sie i majg rézny zakres wczesniejszych
doswiadczen. Od tego zalezy liczba niezbednych powtérzen. Moze by¢ zbyt mata dla uczniéw
stabszych i zarazem zbyt duza dla zdolniejszych, ktorzy szybko nudzg sie, gdy dostajg wiele
podobnych zadan. Nalezy je wiec modyfikowac i urozmaicaé, tak jednak, aby dla
wolniejszych uczniéw zmiany nie okazaty sie zbyt czeste, a skoki od jednego typu zadan

do innego nie byty nadmierne. Nie wolno tez zapominac, ze seria czynnosci na konkretach
odniesie wiasciwy skutek jedynie wtedy, gdy nauczyciel poprowadzi rozmowy z dzie¢mi tak,
aby prébowaty one formutowad swoje spostrzezenia, aby mogto ujawnic sie to, co byto
istotnego w tych logiczno-matematycznych doswiadczeniach. Nauczyciel w ten sposéb

wspiera naturalny proces konstruowania sie schematéw umystowych u dzieci.

5. Znaczenie operacyjnosci myslenia dla sukcesu w uczeniu sie
arytmetyki

Opierajac sie na swych badaniach, Gruszczyk-Kolczynska stwierdzita, ze wiekszos¢
niepowodzen w uczeniu sie matematyki w klasach 1-3 wigze sie z tym, ze dzieci te poddane
zostaty typowo szkolnemu nauczaniu — zaktadajgcemu implicite osiggniecie poziomu
operacyjnego — chociaz jeszcze tego poziomu nie osiggnety. Poniewaz kilku
przedoperacyjnych siedmiolatkéw zdarza sie w niemal kazdej typowej klasie, byt to
problem bardzo powazny. Staje sie teraz jeszcze powazniejszy, gdy niemal wszystkie
szesciolatki idg do szkoty (jakkolwiek dawniejsze zajecia w klasie zerowej tez czesto nie byty

dostosowane do przedoperacyjnego poziomu dzieci i sam fakt pdjscia szesciolatka do klasy
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zerowej nie gwarantuje, ze nauczanie bedzie lepiej dostosowane do jego mozliwosci

i potrzeb).

Nauczyciele powinni w klasie 1 starac sie — przez odpowiednio dobrane aktywnosci —
wspierac naturalny rozwdj myslenia dzieci. W 2008 r., biorgc pod uwage projektowane
obnizenie wieku szkolnego, w dwczesnej podstawie programowej chciano chronié
szesciolatki przed zawyzaniem wymagan i w tym celu wyodrebniono klase 1 z bloku 1-3

i sformutowano pewne wymogi, z ktdérych dwa zastugujg na szczegblng uwage.
»,Uczen konczacy klase 1:

e ustala rownoliczno$¢ mimo obserwowanych zmian w ukfadzie elementéw
w poréwnywanych zbiorach,
e uktada obiekty (np. patyczki) w serie rosngce i malejgce, numeruje je; wybiera obiekt

w takiej serii, okresla nastepne i poprzednie” (MEN, 2008. s. 25).

Nawigzuje to w sposéb oczywisty do piagetowskich testéw diagnozujgcych osiggniecie
poziomu operacyjnego przez dziecko. Pierwszy z tych wymogdw to omawiana powyzej
statosc liczby; drugi dotyczy porzgdkowania obiektéw wedtug wielkosci. Celem ich byto
uswiadomienie autorom podrecznikdéw, metodykom i nauczycielom, ze konieczne jest
uwzglednienie — zwtaszcza w pierwszym potroczu klasy 1 — wielu ¢wiczerh wspomagajacych
proces przechodzenia uczniéw na poziom operacyjny. Jest to niezbedne, aby przeciwdziata¢
niepowodzeniom szkolnym z matematyki. Chodzito tez o to, aby zerwaé ze ztg tendencjg zbyt
wczesnego przechodzenia w szkole na poziom symboliczny i na mechaniczne ¢wiczenie
obliczen wykonywanych na liczbach, niewystarczajgco podbudowane czynnosciami na

konkretach.

W 2014 r. zmieniono podstawe programowa dla klas 1-3 i usunieto ochronne wyodrebnienie
klasy 1'. Tym samym zniknety cytowane tu dwa wymogi, kluczowe dla harmonijnego rozwoju
pojeé¢ matematycznych dziecka (umieszczanie ich jako wymogdw po klasie 3 nie miatoby
sensu). W podreczniku dla klasy 1 wydanym w 2014 r. przez Ministerstwo Edukac;ji
Narodowej (MEN) nie ma odniesienia do tych dwdch wymogow i do wspomagania

przechodzenia dzieci na poziom operacyjny.

! Rozporzgdzenie Ministra Edukacji Narodowej z dn. 30 maja 2014 r. zmieniajgce rozporzqgdzenie w sprawie
podstawy programowej wychowania przedszkolnego oraz ksztatcenia ogolnego w poszczegdlnych typach szkot
(Dz.U. z 2014 r. poz. 803).
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Mozna zresztg zasadnie spytac, czy w ogdle jakakolwiek wydrukowana ksigzka moze byc¢
wtasciwym narzedziem do osiggniecia tego typu celow ksztatcenia. Niezbedne sg przeciez
doswiadczenia dziecka zebrane przy samodzielnym liczeniu przedmiotéw w réznorodnych

konkretnych sytuacjach.

6. Zeszyty Cwiczen

Celéw sformutowanych w podstawie programowej dziecko nie osiggnie przez ogladanie
obrazkow, czytanie gotowych tekstow (lub stuchanie, jak kto$ inny czyta) i wypetnianie
zeszytéw éwiczen stanowigcych gtéwny srodek dydaktyczny. W komentarzu do podstawy
programowej z 2008 r. znajduje sie bardzo wazny zapis: , Dzieci mogg korzystac z zeszytow
¢wiczen najwyzej przez jedng czwartg czasu przeznaczonego na edukacje matematyczng”
(MEN, 2008, s. 57). Niestety zbyt rzadko jest to przestrzegane, bowiem taka forma pracy jest
najtatwiejsza dla nauczyciela. Wsréd materiatéw edukacyjnych uzywanych w klasach 1-3

w polskich szkotach nadmierng role zaczety petnic zeszyty ¢wiczen i kserowane materiaty.

Wielu nauczycieli nie wyobraza sobie bez nich prowadzenia lekgji.

Gruszczyk-Kolczyrska nazywa to ,papierowym sposobem prowadzenia edukacji
matematycznej”. Opisuje ona trafnie podstawowg wade takiego podejscia: to, co powinno
by¢ aktywnoscia dziecka na prawdziwych konkretach (patyczki, klocki itp.), ktérymi mozna
manipulowag, zostaje zastgpione — wbrew wspodfczesnej psychologii rozwojowej — przez
ogladanie statycznych rysunkdw i uzupetnianie abstrakcyjnych schematéw graficzno-
-symbolicznych (dobrze znanych nauczycielom, np. okienek i graféow, lub wymyslonych przez
autoréw do jednorazowego zastosowania). Uczniowie majg wpisywaé odpowiednie stowa
lub liczby we witasciwe miejsca zeszytu ¢wiczen, przekreslaé btedne zapisy, fagczy¢ liniami

elementy wedtug podanej im reguty.

Zeszyty éwiczen, owszem, mogg pomaoc dzieciom, ale jedynie pod warunkiem, ze bedg
uzupetnieniem aktywnosci na konkretach, ze nie bedg jej zastepowad. Zadania

z podrecznika lub zeszytu éwiczen powinny stanowié kontynuacje czynnosci
manipulacyjnych, przejscie od ruchu do rysowania i pisania, utrwalanie i werbalizowanie

tego, co dziecko poznato w trakcie wczes$niejszych aktywnosci z konkretami.

Pierwsze polskie zeszyty ¢wiczen z matematyki do klasy 1 ukazaty sie w 1977 r., napisata je
Zofia Cydzik. Wtedy wydawato sie to znakomitg ideg. Byta to proba czynnosciowego
nauczania opartego na uzupetnianiu przez ucznidw tekstu i rysunkdow w wydrukowanej,

odpowiednio metodycznie opracowanej publikacji. Powazng jednak wadga tych zeszytéw byto
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podawanie uczniom gotowych szablonéw obliczen. Narzucato sie im schemat kolejnych
krokéw obliczenia, ktéry nalezato wiernie nasladowa¢, kopiujac wzorzec podany na poczatku
zadania. Typowe polecenie brzmiato: Obliczaj wedfug wzoru. Podejscie to przyjeto sie potem
w wielu innych zeszytach ¢wiczen. Nauczyciel oczekiwat, ze uczen opanowat podang metode,
skoro rozwigzat catg serie podobnych zadan. Niestety dziecko mogto przy tym zupetnie nie
ogarniad struktury narzucanych mu przeksztatcen. Zbyt czesto ograniczato sie to do
mechanicznego wstawiania nowych liczb identycznie jak w podanym wzorcowym

przyktadzie.

Nadmierne opieranie nauczania na zeszytach éwiczen doprowadzito do wielu niedobrych

zjawisk. Okazato sie, ze zeszyty ¢wiczen:

e miaty podstawowg wade — eliminowaty zwykte zeszyty w kratke, majgce
ogromne walory ksztatcgce (wypetnianie gotowych miejsc w wydrukowanym
zeszycie nie zastgpi samodzielnego pisania od géry strony przez dziecko);

e dawaty uczniom gotowe ,, pétprodukty”, co miato utatwi¢ nauczanie, ale oduczato
samodzielnosci myslenia;

e przyczynity sie do zaniedbania dwdch kluczowych elementéw edukacji

wczesnoszkolnej: manipulowania konkretami oraz rachunku pamieciowego.

Dodatkowo autorzy zeszytéw ¢éwiczen, biorgc pod uwage trudnosci dzieci z czytaniem, czesto
usitowali przedstawi¢ w wersji rysunkowej to, czego nie da sie objasni¢ w zrozumiaty sposéb
(np. podziat 18 sztuk na 3 réwne czesci jest tatwy do wykonania na ruchomych zetonach

i praktycznie niewykonalny w papierowej matematyce; z drugiej strony mieszczenie,

np. po 3, da sie tatwo pokazac rysunkowo). Pojawiaty sie takze wymyslone przez autoréw
pozorne utatwienia metodyczne, ktore zamiast pomagaé dzieciom, stwarzaty im dodatkowe
ktopoty. Nowa specyficzng trudnoscig byto odgadywanie, co autor miat na mysli, przy czym
zdarzato sie, ze po rozszyfrowaniu trudnego polecenia czy dziwnego rysunku zadanie

okazywato sie bardzo tatwe.

Obrazki w podreczniku nie zastgpig ruchomych konkretéw, ktérych uktad uczen moze
zmieniaé. W przypadku nieruchomego obrazka ewentualne przeksztatcenia muszg by¢
dokonywane jedynie w mysli, co dla wielu dzieci jest zbyt trudne. Obrazek bywa natomiast
potrzebny m.in. jako uzupetnienie zadania tekstowego, by zilustrowaé dziecku sytuacje,

ktéra ma stanowic kontekst zadania (niezbyt mu znany z jego doswiadczen zyciowych).
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7. Behawiorystyczne podejscie do edukacji matematycznej

Sprzeczne z konstruktywizmem tezy gtosit behawioryzm. Byt to wazny kierunek badan
naukowych w psychologii, powstaty sto lat temu w Stanach Zjednoczonych. Opierat sie
na $cistych pomiarach rozmaitych przejawéw zachowania sie jednostki (amer. behavior).

Kierunek ten cechuje m.in.:

traktowanie uczgcego sie dziecka jako jednostki biernej,

ujmowanie nauczania w kategoriach bodziec-reakcja,

e podawanie gotowych regut i procedur postepowania,

praktyka uczenia sie matematyki na pamie¢.

To ostatnie jest najgorszym sposobem uczenia sie matematyki, bowiem mechaniczne
zapamietanie blokuje mozliwo$¢ pézniejszego zrozumienia. Jesli pamiec zawiedzie lub

reguta sie pomyli, uczen nie ma szansy na odtworzenie lub sprawdzenie danego fragmentu.

Ogodlnie biorgc, nauczanie behawioralne jest podajace i wymagajace. Efektem takiego
nauczania, ktdre nie aktywizuje ucznia, bywa jedynie mierne reprodukowanie tego,
co znajduje sie w podreczniku lub co podat nauczyciel, bez nalezytego rozumienia i bez

umiejetnosci elastycznego stosowania tego w sytuacjach zyciowych.

Typowym przyktadem réznicy miedzy konstruktywizmem a behawioryzmem jest ich

stosunek do liczenia na palcach przez dziecko.
Podejscie behawiorystyczne akcentuje, ze:

e palcéw dziecko moze uzywacé do rachowania tylko na samym poczatku nauki;
e pdiniej nalezy tego zakazywaé, bowiem jest to infantylne przyzwyczajenie, ktére

opdznia pamieciowe opanowanie dodawania i odejmowania.
Zgodnie z podejsciem konstruktywistycznym:

e liczenie na palcach jest waznym etapem posredniczagcym miedzy rachowaniem
obiektéw widzianych a rachowaniem obiektéw wyobrazonych, to wstep do
rachowania w mysli;

e palce to dobrze znany dziecku zbidr zastepczy, ktéry zawsze ma przy sobie;

e dziecko powinno méc uzywac palcéw do rachowania tak dtugo, jak mu to jest
potrzebne;

e rachowanie na palcach nie uzaleznia, bowiem jest pracochtonne i dziecko nie uzyje

palcéw, gdy zna wynik i jest go pewne;
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e wiedza wywodzaca sie z rachowania na palcach jest osobistg wiedza dziecka,
do ktdrej zawsze moze powrdcic, gdy to okaze sie potrzebne;

e pdzniej nieraz wystarczy dziecku popatrzeé na wyciggniete dfonie.

Niestety zakazywanie liczenia na palcach czesto zdarza sie w polskich szkotach. Jest to
zjawisko szkodliwe. Niewtasciwy jest juz sam fakt zakazywania dziecku czegos, co jest mu

potrzebne i matematycznie poprawne.

8. Prawo ucznia do btedu

Najbardziej jaskrawym przyktadem réznicy miedzy tradycyjng dydaktyka a podejsciem
konstruktywistycznym jest sposéb traktowania btedéw popetnianych przez ucznia.
Przecietne dziecko przychodzi do szkoty ciekawe swiata. Chce zadawaé mndstwo pytan.
Prébuje rozwigzywaé dawane mu zadania. Niestety popetnia przy tym rézne btedy, za ktére
jest karane (gtosng dezaprobatg w obliczu klasy, czasem wy$mianiem, nieraz wpisaniem
negatywnej oceny). Powtarzanie sie tej sytuacji ucisza dziecko, zabija jego wrodzong
aktywnos¢ poznawczg i gotowosc do samodzielnego szukania odpowiedzi na postawione

pytania.

Dydaktycy matematyki dtugo szukali takich metod nauczania, ktore zabezpieczytyby uczniow
przed popetnianiem bteddw. Przy podejsciu konstruktywistycznym przyjmuje sie natomiast,
ze btedy dziecka s3 rzecza normalng, nieunikniong i w jakims sensie czasem nawet
pozgdang przy samodzielnym rozwigzywaniu problemoéw. Bez popetniania btedéw nie ma
uczenia sie. Uczer musi mie¢ prawo do btedu. Nauczyciel powinien pomdc dziecku
przezwyciezy¢ jego btad, ale w taki sposéb, aby ono samo mogto uswiadomic sobie, na czym
btad polegat. Nie jest to bynajmniej tatwe; dziecko musi mie¢ czas na samodzielne
wykonanie odpowiednich czynnosci i przekonanie sig, ze jest inaczej, niz myslato. Musi to
odbywac sie w atmosferze zyczliwosci i tolerancji dla innego, charakterystycznego dla dzieci
ujmowania rzeczywistosci. Natomiast karanie ucznia za btedy lub wymuszanie rachunku
poprawnego, lecz w danym momencie niezrozumiatego, powoduje szkody trudne do

pozniejszego naprawienia.

Btedy popetniane przez dziecko w trakcie uczenia sie matematyki powinny by¢ traktowane
tak jak np. upadki przy nauce jazdy na nartach. Nie da sie opanowac jazdy na nartach bez
wielokrotnego wywracania sie. Podobnie nie sposdb nauczy¢ sie matematyki bez popetniania

bteddw, co powinno by¢ traktowane jako cos naturalnego.
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Jesli ktos chciatby krotko, pogladowo sformutowac istote podejscia konstruktywistycznego,
moze uzyc trafnego hasta: pozwélmy dzieciom dziata¢ i mysle¢. Nieraz fatwiej jest samemu
wymysli¢, jak mozna rozwigzac¢ zadanie, niz $ledzi¢ cudze rozumowanie. Pozwolmy im

—a nawet zachecajmy je i organizujmy im to — by najpierw préobowaty rozwigzywac zadanie
po swojemu, nieporadnie czy nawet btednie. Nie blokujmy im drogi przez zbyt wczesne lub
zbyt natarczywe naprowadzanie na preferowany przez nas tok myslenia. Uczen za swéj btgd
popetniony przy probie znalezienia rozwigzania nie powinien w zadnym przypadku dostawac
reprymendy od nauczyciela. Nie moze bac sie popetnienia btedu, bowiem strach przed
zganieniem moze spowodowaé wycofanie sie nawet przy dosc¢ tatwych zadaniach. Jednakze
nie mozna przechodzi¢ do drugiej skrajnosci i chwali¢ ucznia, ktdry napisat, ze 7 + 4 = 12.
Nalezy raczej starac sie, by uczent sam (lub z pomoca nauczyciela czy kolegéw) odkryt, co

zrobit zle.

9. Zapis symboliczny

Jezyk, ktérym przedstawia sie zagadnienia matematyczne, ma zaréwno postaé¢ wypowiedzi
w zwyktym jezyku (np. polskim lub angielskim), jak i zapiséw z uzyciem specjalnych symboli
matematycznych. Czesto niestety spotyka sie przedwczesne przechodzenie do zapiséw
symbolicznych, co wielu dzieciom utrudnia zrozumienie danego zagadnienia. Nauka
powinna najpierw odbywac sie na poziomie ustnym, opierac sie na sytuacjach konkretnych
opisywanych w jezyku zblizonym do potocznego. Uczen powinien uchwycié sens (na swoim
poziomie) danego pojecia czy dziatania arytmetycznego, dopiero na tym mozna opieraé zapis

symboliczny.

Dziecku nalezy pozwoli¢ méwié swoim naturalnym jezykiem o wykonywanych czynnosciach,
0 rozwigzywaniu zadan i o obliczeniach. Wtedy moze ono aktywnie dziataé i sensownie o tym
mysleé. Jezeli jednak zaczniemy wymuszaé, by uczen poprawnie wypowiadat sie w jezyku
dorostych, to bedzie sie to odbywac czesto kosztem wytgczenia myslenia i ograniczenia sie
przez dziecko do odtwarzania tego, co juz umie. Dziecko nie potrafi mysle¢ rownoczesnie

o dwdch rzeczach: jak rozwigza¢ nowe dla niego zadanie i jak poprawnie o tym mowic

w jezyku szkolnym.

Zgodnie z podstawowg zasadg konstruktywizmu nowe pojecie powinno byé najpierw
ksztattowane intuicyjnie, wywodzone z zyciowo zrozumiatych dla ucznia sytuacji
i z czynnosci wykonywanych przez niego na konkretach. Na tym dopiero nalezy opierac

pOdiniejszy zapis symboliczny. Stopniowo, w dtugotrwatym procesie rozwojowym uczen
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powinien osiggna¢ sprawnosc rachunkowa. Niestety dos¢ czesto ujawnia sie zta tendencja
do zbyt wczesnego wymagania od niego przejscia na wyzszy poziom — na poziom
zapisywania scisle okreslonych symboli. Dzieje sie tak m.in. dlatego, jest ze pisanie symboli

jest najtatwiejsze dla autora podrecznika i dla nauczyciela.

W klasie 1 zbyt wczesnie kaze sie uczniom zapisywac obliczenia dotyczgce nowo poznanych
dziatan. Juz samo pisanie cyfr sprawia im duzg trudnosc i czesto pochtania tyle uwagi

i energii, ze czesto niewiele z tego zostaje na myslenie o tym, co piszg. Czesto spotykanym
btedem jest wprowadzanie znakdéw dziatan (w szczegdlnosci +, —), zanim dzieci na konkretach
(m.in. rachujgc na palcach) poznajg dostatecznie wiele przyktadéw wyrazonych stownie
(np.,3i2to5"). Jesli tego jest zbyt mato i nowe abstrakcyjne dziatanie nie otrzyma
niezbednej podbudowy, czes¢ ucznidw nie opanuje go nalezycie, bedzie ratowad sie
uczeniem na pamieé. Dostang etykietke niezdolnych do matematyki, co rozgrzeszy

popetnione wczesniej btedy dydaktyczne.

Zgodnie z zatozeniami konstruktywistycznymi pierwszg fazg typowej jednostki metodycznej
— zwtaszcza w klasie 1 — powinny by¢ ¢wiczenia z manipulacyjnymi srodkami dydaktycznymi
(naturalnymi, zaczerpnietymi z otoczenia dziecka lub wyprodukowanymi dla celdw
szkolnych) i proby samodzielnego rozwigzywania zadan. Nauczyciel powinien zorganizowac,
opisac sytuacje zadaniowg oraz zapoczgtkowac i ukierunkowac czynnosci dzieci. Powinny
one mie¢ okazje do rozmawiania o tym, co robig. Nie jest to fatwe organizacyjnie, w klasie
robi sie gwar, dzieciom trudno sie skupié, nieraz srodki dydaktyczne rozsypujg sie lub

spadaja.

Tradycyjnie rozumiana zasada pogladowosci ktadfa nacisk na to, by nauczanie nie byto
werbalne, by uczen mdgt obejrzec to, o czym sie uczy. W przypadku matematyki nie chodzi
jednak o ogladanie liczonych przedmiotéw czy rysunkdw w podreczniku. Istotne sg nie te
przedmioty, lecz ukierunkowane czynnosci, ktore dziecko wykonuje, to one sg zrédtem
poje¢ matematycznych tworzgcych sie w jego umysle. Jesli uczen ukfada i liczy klocki lub
postuguje sie modelem wagi, to Zrédtem jego wiedzy nie sg ani klocki, ani waga, lecz

Swiadomie wykonywane przez niego czynnosci i rozmawianie o tym.

Hans Aebli podkreslat, ze uczniowie wykazujg wieksze zainteresowanie danym problemem,
gdy moga rozwigzywac go sami, a nie tylko przygladac sie, jak ktos inny go rozwigzuje.
Zdecydowanie wolg rusza¢ przedmiotami niz wyobrazac je sobie lub biernie obserwowac
czyjes dziatanie. Na tym opiera sie wspodfczesne rozumienie zasady poglagdowosci w edukac;ji

matematycznej. Chodzi o wtasciwe respektowanie drogi miedzy konkretem a abstrakcja.
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Dziecko zaczyna uczy¢ sie dodawania, myslgc o rozmaitych sytuacjach statycznie, np. LeZg
ma stole 4 zakretki zielone i 3 czerwone. lle jest ich razem?, lub dynamicznie, np. Lezg
4 zakretki. Doktadam jeszcze 3. lle bedzie ich razem? W drugim przypadku samo wykonuje

te czynnosci i sprawdza, jaki jest wynik.

Dopoki dziecko postuguje sie konkretami lub zbiorami zastepczymi i nie zapisuje
symbolicznie dodawania, nie ma potrzeby ograniczania mu z géry wielkosci liczb. Jesli daje

sobie rade, liczby mogg by¢ wieksze od 10.

Zapis symboliczny typu 4 + 1 = 5 powinien pojawic sie dopiero wtedy, gdy uczniowie majg
juz nalezyte, wielomiesieczne doswiadczenie z dodawaniem na konkretach. Tradycyjnie
w polskich podrecznikach znak dodawania i znak réownosci pojawiaty sie w podrecznikach
do klasy 1, gdy uczen umiat pisac cyfry 1, 2, 3, 4, 5. Wtedy mdgt juz zapisaé wystarczajgco

wiele przyktaddéw:
1+1=2, 2+1=3, 3+1=4, 4+1=5, 2+2=4, 3+2=5,

Taka liczba przyktaddéw jest niezbedna, aby mdc wprowadzi¢ ich wspélne uogdlnienie
i symbol nowego, abstrakcyjnego pojecia matematycznego. Jeden czy dwa takie przyktady

to zdecydowanie za mato, by dziecko ogarneto sens nowego zapisu symbolami.

Odejmowanie uczen powinien poznawacé najpierw w kontekscie ubywania (cos zabrano,
zjedzono, podarowano, zabrano, sttukto sig, zgineto, odsunieto na bok, zakryto,

przekreslono).

Istotne jest, by dziecko rozumiato problem odejmowania w postaci dynamicznej historyjki

typu: Byto: ......... Potem ubyto: ....... lle zostato?

Dziecko powinno uczy¢ sie odejmowania najpierw na ruchomych konkretach, odsuwajac je
lub zakrywajac, objasniajgc to przy tym swoimi sfowami i rachujac, ile byto na poczatku, ile
ubyto i ile zostato. Szczegdlnie skutecznym zabiegiem jest zakrywanie odejmowanych
przedmiotow lub fragmentow rysunkdw w podreczniku. Przyktadowo — gdy ¢wiczymy

odejmowanie réznych liczb od 8, wystarczy utozy¢ 8 zetondw:

Dziecko chce wiedzieé, ile jest 8 — 3. Zakrywa reka 3 zetony i liczy, ile zostato. Moze
powtarzac to wielokrotnie z tymi samymi 8 kotkami, zmieniajac liczbe zakrywanych przed-

miotow i patrzac, ile zostaje. Pdzniej wykonuje ono takie zakrywanie w mysli. ,Zsuwam dwie
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takie grupki razem — dodaje. Rozsuwam i zakrywam jedng cze$¢ — odejmuje. Znowu moge

zsunac¢”. Ujawnia sie tu zwigzek dodawania z odejmowaniem na poziomie czynnosci.

Zapis symboliczny typu 5 — 3 = 2 powinien pojawic sie dopiero wtedy, gdy dziecko
wystarczajgco juz utrwali stosowanie zapisu dodawania i gdy potrafi odejmowaé na

konkretach niewielkie liczby (w zakresie 5 lub 7), dajac odpowiedzi stowne.

Wiadomo, ze dodawanie z przekroczeniem progu dziesigtkowego, np. 8 + 5, jest trudne dla
dzieci. Doliczanie jest ktopotliwe, bowiem palcéw jest tylko 10. Mozna sie uczy¢ na pamieé
wszystkich tych sum 7 +5 =12, 8 + 3 = 11 itd. Takie wtasnie postepowanie nakazywata
dydaktyka behawiorystyczna. Natomiast tradycyjna polska metodyka nakazywata uczyé

dzieci obliczania tych sum na poziomie symbolicznym, np.
7+5=7+3+2=10+2=12.

Dla wiekszo$ci dzieci byt to bardzo trudny sposdb obliczania, wymuszany przez szkote. Uczen

ma tu wykona¢ w mysli trzy kolejne operacje arytmetyczne:

a) dopetni¢ 7 do 10 i stwierdzi¢, ze dodajac 3 do 7, dostaje sie 10;
b) roztozy¢ 5 na sktadniki — pierwszym sktadnikiem ma by¢ liczba 3 uzyskana
w pierwszym kroku, zatem 5to 3i 2;

c) zamieni¢ 7 + 5 na 10 + 2 w opisany wyzej sposob i otrzymad wynik 12.

Takie ztozone obliczenie w postaci trzech kolejnych operacji jest zbyt trudne dla przecietnego

ucznia.

Mieli$my wiec trzy alternatywy, z ktérych zadna nie stanowita wystarczajgcej podstawy
nauczania: doliczanie, ktore jest ktopotliwe na dtuzszg mete, uczenie na pamiec lub zbyt
trudne obliczanie na poziomie symboli. Jest jednak jeszcze jedna mozliwosé: uzycie
odpowiedniego liczydetka o wyraznej strukturze matematycznej — to konkret, na ktérym
dziecko samo rachuje. Na nitce liczydetka nanizanych jest 10 kulek czerwonych i 10 kulek

niebieskich.

Uczen odlicza 7 kulek od lewej, odsuwa je, zaznacza to miejsce, wktadajac np. tekturke |.
Potem dolicza jeszcze 5 kulek i wktada druga tekturke |. Otrzymuje wynik 12 (liczy¢ trzeba

od lewej):

@RE 24



Zbigniew Semadeni ® Podejscie konstruktywistyczne do matematycznej edukacji wczesnoszkolnej ®

Jesli spojrzec na tych 12 kulek, rzuca sie w oczy rozktad: 7 i 3, i 2. To ten sam rozkfad, ktéry
mielisSmy wczesniej. Ale wtedy to byto abstrakcyjne przeksztatcenie na poziomie symboli
narzucone przez nauczyciela, a teraz dziecko samodzielnie odlicza kulki i wktada tekturki,
rozumiejac, co robi. Gdy wykona dostatecznie duzo takich obliczen, bedzie pdzniej w stanie
wykonadé tego typu przegrupowanie w mysli, na kulkach wyobrazonych. Bedzie to wfasna
wiedza dziecka, rozumiana, dobrze ugruntowana w jego wczesniejszych czynnosciach.

To jego wiedza osobista zintegrowana z wiedza naukows.

10. Konstruktywistyczne podejscie do poczagtkdw mnozenia

W programach edukacji wczesnoszkolnej nieraz spotyka sie sformutowanie: wprowadzenie
mnozenia jako skréconego zapisu dodawania jednakowych sktadnikédw. W takim kontekscie
»wprowadzenie” bedzie przedstawieniem uczniom mnozenia po raz pierwszy, jako nowego
dla nich tematu. Otéz wbrew tradycyjnej metodyce uwazam, ze nie nalezy zaczynac
mnozenia od wyjasniania, Zze mnozenie to wielokrotne dodawanie tej samej liczby, bytoby
to bowiem wprowadzanie nowego, trudnego pojecia (mnozenia liczb) za pomocg innego
abstrakcyjnego, symbolicznie przedstawionego i jeszcze nieutrwalonego pojecia

— wielokrotnego dodawania. Innymi stowy: trudng, nowg abstrakcje objasnia sie tu za
pomocag innej abstrakcji, co jest niezgodne z ogdlnymi zasadami matematycznej edukacji

wczesnoszkolnej.

Podejscie konstruktywistyczne wymaga, aby kazde nowe pojecie wywodzito sie

ze zrozumiatych dla uczniéw konkretnych, majgcych zyciowy sens pytan i z préb
odpowiedzenia na te pytania poprzez manipulowanie przedmiotami. Moze to by¢ np.
zadanie: 5 dzieci idzie na wycieczke. Kazde z nich ma dostac 3 butki. llu butek potrzeba?
Stwarzamy tu sytuacje problemowa3. Nie méwi sie dzieciom, w jaki sposdb majg jg
rozwigzac. Daje sie jedyng wskazdéwke — takg samg, jaka juz nieraz przedtem dostawaty

— mozna wzig¢ jakies zetony (nakretki po sokach lub np. patyczki). To bedg , butki na niby”.
Dzieci probujg rozwigzaé zadanie, odpowiednio uktadajgc ,butki”. Uktadajg grupki po

3 zetony, np. tak:

Nastepnie obliczajg, ile jest tych wszystkich butek: 3 i jeszcze 3,i3,i3, i3 to razem 15.
Trzeba wiec przygotowac 15 butek. Nauczyciel podsumowuje to, mowigc, ze 5 razy po 3
to 15. W ten sposéb czynnos$ciowo, na konkretach uczniowie powinni rozwigzaé wiele

kolejnych zadann. Omawiajg wszystko stownie, poczgtkowo bez zadnego symbolu mnozenia.
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Zapis typu: 5 - 3 = 15 powinno sie wprowadzac¢ dopiero wtedy, gdy dzieci majg juz pewne
doswiadczenie z takimi zadaniami i rozumiejg intuicyjny sens mnozenia. Natomiast
powigzanie tego zapisu z symbolicznie przedstawionym dodawaniem nie moze pojawiac sie

wczesniej niz po kilku lekcjach i powinno by¢ zapisywane w dwéch oddzielnych linijkach, np.
3:4=12,
4+4+4=12.

Pojedynczy zapis ztozony typu 3 -4 =4 + 4 + 4 = 12 jest istotnie bardziej zaawansowany

i powinien pojawi¢ sie znacznie pdzniej.

Nauczanie mnozenia zaczyna sie od sytuacji typu tyle razy po tyle, ktorej przyktadem jest
zadanie o butkach. Bardzo wazny jest tez szyk prostokatny. Tak okreslamy podwéjny uktad

rzedow poziomych i pionowych, takich jak prostokat utozony z kwadratowych kafelkow lub

np. regularny uktad pomidorow w pudetku:

000006
00000
00000
o000 O

Liczbe tych pomidoréw mozna obliczaé¢ na dwa sposoby:

a) Liczymy rzedy poziome (jest ich 4) i pomidory w jednym poziomym rzedzie (jest ich
po 5 w rzedzie); razem wiec liczbe wszystkich pomidordw obliczamy jako 4 rzedy
po 5 pomidoréw. Piszemy 4 - 5 = 20.

b) Liczymy rzedy pionowe (jest ich 5) i pomidory w jednym pionowym rzedzie (jest ich

po 4 w rzedzie), razem mamy wiec 5 rzedow po 4 pomidory, piszemy 5 - 4 = 20.

Zazwyczaj uczniom pokazuje sie oba te sposoby, ilustrujgc to odpowiednimi gestami.

Wyciaga sie stad wniosek, ze 4 razy po 5 to tyle samo co 5 razy po 4.

Takie rozumowanie mozna powtoérzyé¢ przy dowolnym szyku prostokatnym, liczagc elementy
danego uktadu dwoma sposobami: raz mnozac liczbe elementdw w rzedach poziomych przez
liczbe rzedéw, a drugi raz powtarzajgc te procedure z rzedami pionowymi. Poniewaz za

kazdym razem liczone sg te same elementy, wynik musi by¢ taki sam, mozemy by¢ tego
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pewni nawet wtedy, gdy nie wiemy, ile wynosi ten iloczyn. Mozemy np. wyobrazi¢ sobie

18 rzeddéw poziomych po 24 kulki. S3 to zarazem 24 pionowe rzedy po 18 elementdw.
Wiemy, ze catkowita liczba kulek nie moze zaleze¢ od sposobu ich przeliczania (byleby kazdy
element byt uwzgledniony i zaden nie byt liczcony dwukrotnie), zatem kazde z tych obliczen
musi dac ten sam wynik. Mozemy byc¢ tego pewni, nawet gdy nie umiemy obliczy¢ iloczynu
18 - 24. Jezeli dziecko w tego typu kontekscie spontanicznie uzyje stowa ,,musi”, to ujawni
swe rozumienie istoty matematyki: pewnych rzeczy mozemy byé pewni bez bezposredniego

sprawdzania.

Podane tu rozumowanie, dotyczace dowolnych liczb naturalnych, pozwala na wyciggniecie
whiosku o przemiennos$ci mnozenia — gdy zmienimy kolejnos¢ czynnikdéw, iloczyn pozostanie

taki sam.

Jak jednak pokazaty badania z ostatniego ¢wieréwiecza (m.in. prowadzone przez Bozene
Rozek w Krakowie), dzieci uczace sie mnozenia czesto nie rozumiejg struktury poziomych

i pionowych rzedéw w szyku prostokatnym, wobec tego podany powyzej argument w ogdle
do nich nie dociera. Mogg zreszta mechanicznie stosowac pokazang im w szkole procedure
obliczania, ale odpowiednio ukierunkowana rozmowa i pewne popetniane btedy ujawniajg

nature wystepujgcych trudnosci.

Przyktadowo: uczen klasy 2 ma obliczyé, ile jest pomidoréw na powyzszym rysunku. Liczy
pomidory w gérnym rzedzie: 1, 2, 3, 4, 5; liczy pomidory z lewej strony z géry na dét:

1, 2,3, 4. Potem mnozy 4 - 5. Wyglada to poprawnie, ale okazuje sie, ze cze$é tych dzieci

nie jest Swiadoma, ze liczac kulki z lewego brzegu, liczy zarazem poziome rzedy. Drugoklasisci
moga nie widzie¢ tych rzeddéw, bo nikt im nigdy tego nie pokazat, nikt im nie zwrdcit na to
uwagi. Nie wystarczg krdtkie gesty nauczyciela, ktére sg skuteczne jedynie wtedy, gdy uczen
rozumie juz strukture rzedéw w takim szyku. Niezbedne sg pewne samodzielne czynnosci

dziecka.

Oto prosty sposéb wspomagania dzieci w konstruowaniu w ich umystach podwadjnej
struktury rzedéw poziomych i pionowych w szyku prostokgtnym. Uczniowie dostajg dwa

identyczne rysunki z tym samym ukfadem, np. 3 razy po 7 kulek:
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Nastepnie lewy rysunek uczniowie rozcinajg nozyczkami na 3 paski poziome, a prawy

na 7 paskéw pionowych:

Po lewej strony ujawniajg sie dziecku rzedy poziome, a po prawej — pionowe. Inng,
pozZniejszg czynnoscig uczniow moze by¢ podziat takich dwdch jednakowych uktadéw kulek
na czesci nie nozyczkami, lecz poprzez narysowanie poziomych lub pionowych linii

oddzielajacych rzedy, np. w uktadzie 4 razy po 6 czarnych kulek wyglagdatoby to tak:

Warto tez, by dziecko wycieto dwa identyczne prostokaty narysowane na pokratkowanym

papierze i analogicznie rozcieto jeden na paski poziome, a drugi na pionowe.

11. Tabliczka mnozenia

Naturalne i wazne jest pytanie, kiedy i w jaki sposéb uczert ma opanowac pamieciowo
tabliczke mnozenia. Bedzie to mu to niezbednie potrzebne w bardziej zaawansowanych
obliczeniach, np. przy mnozeniu liczb wielocyfrowych i przy utamkach, a wiec w klasie 4.
Zgodnie z podstawg programowa uczen koriczacy klase 3 ,,podaje z pamieci iloczyny

w zakresie tabliczki mnozenia; sprawdza wyniki dzielenia za pomocg mnozenia”.

Behawioryzm lansowat uczenie na pamiec obu tabliczek: tabliczki dodawania zawierajgcej
wszystkie sumy liczb jednocyfrowych od 1 + 1 do 9 + 9 oraz tabliczki mnozenia zawierajacej
wszystkie iloczyny liczb jednocyfrowych od 1 -1 do 9 - 9. W Polsce nie ma na szczescie

tradycji pamieciowego opanowania tej pierwszej tabliczki.
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Przy ujeciu konstruktywistycznym uczen najpierw powinien przez odpowiednio dfugi czas
sam obliczaé iloczyny — w rozmaity sposéb — i rozwigzywac wiele zadan. W ten sposdb

zapamieta przy okazji wiele iloczynoéw, zwtaszcza tych tatwiejszych, np. w zakresie 20.

Bardzo pomocne na pewnym etapie sg kartoniki. Przyktadowo uczer ma do dyspozycji
10 kartonikéw, na kazdym jest 7 kétek (lub np. 7 kwiatkdw). Pytamy: lle jest 6 razy 77?

Uczen uktada 6 takich kartonikow.

W EEEE EEEEEEE FEEEEEE FEEFEEE FEEEEEE FEEEEEE

Patrzac na rysunki, moze dodawac kolejno: 7, 14, 21, 28, 35, 42. Moze tez rozsung¢ kartoniki
po trzy. Bedzie widziat 3 razy po 7 kétek i osobno ponownie 3 razy po 7 kotek. Jesli juz
pamieta, ze 3 - 7 = 21, to wystarczy stwierdzi¢, ze 21 i 21 to 42. Moze tez rozsungé szesé
kartonikéw inaczej: pie¢ i jeden, daje to 35i 7 —tez 42. W ten sposéb dziecko opanowuje
tabliczke mnozenia elastycznie, spostrzegajac wiele zwigzkow liczbowych, np. zwigzek
iloczynu 6 - 7 =42 ziloczynem 3 - 7 = 21. Doskonali rachunek pamieciowy. Jesli potem
zapomni jakis iloczyn, moze go w ten sposdb sobie obliczy¢, nie jest bezradne. Jego wiedza

staje sie bogatsza, solidniejsza.

Rozsuniecie powyzszych 6 kartonikdw na 3 kartoniki i 3 kartoniki odpowiada przeksztatceniu

symbolicznemu opartemu na prawie rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania:
6-7=(3+3)-7=3-7+3-7=21+21=42.

Okoto 30 lat temu z pomocg takich wtasnie ciggdw przeksztatcen na poziomie symbolicznym
uczono trudniejszych iloczynéw z tabliczki mnozenia w polskiej klasie 2. Okazato sie to
zdecydowanie za trudne dla wielu ucznidéw i w koncu z tego zrezygnowano. Natomiast
pokazany powyzej sposéb uktadania i rozsuwania kartonikdw to poglagdowy, czynnosciowy,
zrozumiaty dla ucznia sposéb wykonania tego samego obliczenia. Zadne sformutowanie
prawa rozdzielnosci nie jest do tego potrzebne. Przy trudniejszych iloczynach z tabliczki
mnozenia da sie na 0got tak rozsungé kartoniki, aby nie trzeba byto przekraczaé progu
dziesigtkowego przy dodawaniu (jak powyzej przy 21 + 21 = 42). Jedynie przy iloczynach

przez 9 przekroczenie progu pojawi sie przy kazdym rozsunieciu kartonikow.

Jednakze iloczyny przez 9 tatwo oblicza¢ w inny sposdb, ktéry objasnie na przyktadzie.

Chcemy np. obliczy¢ 7 - 9. Uktadamy do tego zadanie, np. 7 0s6b kupuje ksigzeczki po 9 zt.
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lle razem pieniedzy dostanie sprzedawca? Wyobrazmy sobie, ze kazda osoba ktadzie 10 zt
i dostaje 1 zt reszty. Sprzedaweca tgcznie dostaje wiec 70 zt i wydaje 7 zt. Zatem obliczajac

koszt tych 7 ksigzeczek po 9 zt, stwierdzamy, ze 7-9=70-7 = 63.
Podobnie: 9:-9=90-9=81, 8:9=80-8=72, 6:9=60—-6=54,5-9=50-5=45itd.

Po takich réznorodnych ¢wiczeniach uczen bedzie juz pamietat wiekszosc¢ iloczyndw liczb
jednocyfrowych. Kilku najtrudniejszych (jak np. 8 - 7 czy 9 - 6) musi nauczy¢ sie na pamieé, ale
powinno sie tego od niego wymagaé dopiero wtedy, gdy juz nalezycie rozumie, czym jest

mnozenie, gdy zbierze wiele doswiadczen liczbowych.

12. Czy kwadrat jest prostokgtem?

Dla matematyka ta kwestia jest oczywista. Od uczniéw klas 4—6 oczekuje sie rozumienia
tego, ze kazdy kwadrat jest prostokatem, ale dla pierwszoklasisty moze to by¢ niepojete.

Kwadrat nie moze byc¢ prostokatem, bo s3 to przeciez rézne ksztatty, wygladajg inacze;j!

Dla dzieci w tym wieku zrozumienie, ze kwadrat jest zarazem prostokatem, jest niedostepne,
wymaga bowiem przejscia na istotnie wyzszy poziom myslenia geometrycznego. Nie tylko
dlatego, ze wymaga to trudnego pojecia kata. Kwadrat jest prostokagtem, bowiem ma 4 boki
i 4 katy proste, a to wiasnie jest wymagane w definicji prostokata. By to pojgé, nieodzowna
jest (chocby intuicyjna) Swiadomosé, ze kwadrat nie jest czyms konkretnym, lecz figura
geometryczng okreslong przez pewne witasnosci (rdwne boki, katy proste), abstrakcyjna
konstrukcjg myslowa, nieistniejgcg w rzeczywistym swiecie. Dziecko traktuje figury
catosciowo, reprezentujac je w mysli jako pewne obrazy. Figury widziane w rzeczywistosci
lub na ilustracjach sg okreslane tg samg nazwag, gdy wygladajg tak samo. Uczen ujmuje
kwadrat jedynie w sytuacjach takich jak np. ,ten klocek i ten kafelek to kwadraty”, ,to okno
ma ksztatt kwadratu”. Myslenie dziecka na tym poziomie opiera sie na percepcji: to jest

kwadrat, bo widze, ze to jest kwadrat. To cze$¢ wiedzy osobistej dziecka.

Natomiast zgodnie z wiedzg naukowg powinno sie méwic, ze kwadrat to prostokat.

Ujawnia sie tu powazny dylemat. Czy lepsze jest wiec wymuszanie na uczniach niezgodnego

z naturalnym ich mysleniem powtarzania za nauczycielem, ze kwadrat jest prostokgtem, czy

tez lepiej jest tolerowac to ich btedne przekonanie, niezgodne z tym, czego bedg sie uczyé

w klasach 4—6? Opowiedziatbym sie za tym drugim, bowiem sadze, ze wiecej szkody przynosi
dzieciom powtarzanie czegos$, czego nie rozumiejg, co jest sprzeczne z ich wiedzg osobistg,

do czego nie dojrzaty.
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Kwestia ta jest delikatna, bo oczywiscie nie wolno tez nauczycielowi méwi¢ btednie,
ze kwadraty nie sg prostokgtami. Najlepiej wiec unikac¢ sytuacji wymagajacych zajecia

wyraznego stanowiska.

13. Podsumowanie

Konstruktywistyczny punkt widzenia ktadzie gtéwny nacisk na sensowng aktywnos¢ ucznia,
a mniejszy na jego wyniki na sprawdzianach. Zmienia to priorytety w praktyce szkolnej.
Postulowane sg odpowiednie zmiany metod nauczania. Dobrze jednak, gdy odbywa sie to
stopniowo, bowiem szkota nie powinna by¢ miejscem radykalnych zmian. Nie nalezy
domagac sie, by w zwyktej szkole, w ktdrej na ogét dominowato dotgd nauczanie w petni
podajgce, dzieci nagle zaczety odkrywac¢ matematyke pod kierunkiem nauczyciela. Nie da sie
(w skali masowej) bez odpowiedniego, starannego przygotowania przestawic
dotychczasowego nauczania na zupetnie inny styl pracy. Petna realizacja postulatow
konstruktywizmu w zwyktych warunkach szkolnych, w ramach systemu klasowo-lekcyjnego
nie jest tatwa, zwtaszcza w klasie 1 — wtasnie wtedy, gdy jest to najbardziej dzieciom

potrzebne.

Pomimo takich obiektywnych trudnosci organizacyjnych konstruktywizm jest waznym
drogowskazem dla nauczyciela. Nalezy stara¢ sie wprowadzaé metody aktywizujace

w sposéb naturalny, bez forsowania ich wbrew mozliwosciom ucznidw. Mozna je wdrazac
nawet w przecietnych warunkach szkolnych. Czynnosci dzieci trzeba starac sie ukierunkowac
tak, by byty dla nich sensowne i dawaty im okazje do zbierania doswiadczen, bedacych
niezbedng podbudowg dalszej nauki. Nie wystarczy, ze majg patyczki na stoliku lub powie
im sie, by graty w jakas gre. Swobodna zabawa, cho¢ wazna, sama w sobie nie wystarczy,

by w umystach dzieci nalezycie uksztattowaty sie pojecia matematyczne. Zadaniem
nauczyciela jest zorganizowanie trafnych sytuacji dydaktycznych, a potem poprowadzenie
rozmowy z dzieémi tak, by da¢ im szanse zastanowienia sie nad efektami swych manipulacji

i rozmawiania o tym.

Dla dzieci w wieku 6—8 lat ogdlne stowne objasnianie, czego sie od nich oczekuje, jest czesto
niezrozumiate, réwniez przy ¢wiczeniach polegajgcych na manipulowaniu przedmiotami.
Konieczne wiec bywa pokazanie tego na przyktadach i podejscie do kazdego stolika, a na to
niestety jest mato czasu, gdy klasa jest zbyt liczna. Ponadto dzieci w tym wieku na ogoét nie
potrafig dyskutowac w grupie o swoich pomystach, watpliwosciach i trudnosciach. Jest to

tatwiejsze, gdy dorosty rozmawia z pojedynczym dzieckiem, a duzo trudniejsze, gdy jest ich

®RE 31



Zbigniew Semadeni ® Podejscie konstruktywistyczne do matematycznej edukacji wczesnoszkolnej ®

ponad dwadziescioro, gdy wszyscy bardzo chcg co$ powiedzie¢ i wszystkich powinno sie

wystuchaé, patrzac z bliska na to, co uktadajg lub rysuja.

Wielu nauczycieli ma zasadnicze trudnosci z elastycznym dostosowaniem sie do reakcji
dzieci, nieraz nieprzewidzianych, zaskakujgcych. Mimo to powinni starac sie odchodzi¢ od
nauczania zbyt podajgcego, motywowac dzieci do samodzielnego dziatania i budzi¢ w nich
zaufanie do ich wiasnych mozliwos$ci. Nauczyciel moze stwarza¢ odpowiednie sytuacje
zadaniowe z wykorzystaniem konkretéw i zachecaé uczniéw do rozmowy o tym, co robili

i co zauwazyli.

Na zakonczenie podaje swdj adres e-mailowy: semadeni@mimuw.edu.pl
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