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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Liczby calkowite a, b, ¢ spelniajg warunek a+ b+ c = 0bc. Udowodnij, ze liczba
(a+b)(a+c) jest podzielna przez 4.

Szkic rozwigzania
Przeksztalcajac rownosé a+ b+ c=be, otrzymujemy
a+b=bc—c=c(b—1) oraz a+c=bc—b=0b(c—1).
Stad wynika, ze
(a+b)(a+c)=c(b—1)b(c—1)=(b—1)b(c—1)c.
Ioczyn dwdéch kolejnych liczb catkowitych jest liczba parzysta, a zatem obie liczby (b—1)b

oraz (c—1)c sa podzielne przez 2. Wobec tego ich iloczyn jest liczba podzielna przez 4, co
konczy rozwiazanie zadania.

2. Na przyjeciu spotkalto sie 99 os6b. Wiadomo, ze wsréd kazdych trzech osé6b mozna
wskaza¢ taka, ktéra zna dwie pozostale osoby z tej trojki. Wykaz, ze pewna osoba zna
wszystkie inne osoby obecne na przyjeciu.

Uwaga. Przyjmujemy, ze jesli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A.

Szkic rozwigzania

Przypusémy, ze wérdd uczestnikéw przyjecia istnieje osoba A, ktéra nie zna przynaj-
mniej dwoch innych osob B i C'. Wéowcezas wsrdéd oséb A, B i C' nie mozna wskazaé takiej,
ktora zna dwie pozostate osoby z tej trojki. Opisany przypadek jest zatem sprzeczny z wa-
runkami zadania, skad wniosek, ze kazdy uczestnik przyjecia zna wszystkich innych lub nie
zna doktadnie jednej z pozostatych oséb.

Zauwazmy, ze w takiej sytuacji ludzi, ktérzy sie nie znaja, mozemy potaczyé w pary.
Gdyby nie istniata osoba, znajaca wszystkich pozostaltych, to kazdy z obecnych nalezatby do
jakiejs pary. Jest to jednak niemozliwe, gdyz liczba uczestnikéw przyjecia jest nieparzysta.
7, otrzymanej sprzecznosci wynika, ze pewna osoba zna wszystkie inne osoby obecne na
przyjeciu.

3. Dany jest trojkat ABC, w ktérym $ACB=120°. Punkt M jest $rodkiem boku AB.
Na odcinkach AC i BC' wybrano odpowiednio takie punkty P i Q, ze AP=PQ=QB.
Wykaz, ze SPMQ =90°.

Szkic rozwigzania

Niech D bedzie punktem symetrycznym do punktu @ wzgledem punktu M. Punkt M
jest wowczas $rodkiem przekatnych AB i D@ czworokata ADBQ. Wobec tego czworokat
ten jest rownoleglobokiem.

Skoro proste AD i BQ sa réwnolegte, to SDAP =180° — LAC B = 180° — 120° = 60°.
Ponadto AD =QB = AP. Tréjkat ADP jest wiec rOwnoramienny, a jeden z jego katéw
ma miare 60°. Stad wynika, ze jest to tréjkat réwnoboczny. Wobec tego PD = AP = PQ),
co z kolei oznacza, ze trojkat DQP jest rownoramienny. Poniewaz punkt M jest érodkiem
podstawy DQ tego tréjkata, wiec odcinek PM jest jego wysokoécia, a zatem S PMQ =90°.
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4. Liczby a, b, c, d sa wieksze od 2. Wykaz, ze co najmniej dwie sposréd liczb
ab bc cd da
¢’ d’ a’ b
sa wieksze od 2.

Szkic rozwigzania
Bez straty ogdélnosci mozemy przyjac, ze liczba a jest nie mniejsza od kazdej z pozo-
statych liczb b, ¢ i d. Wowczas

a ) ) . ab
—>1, aponiewaz b>2, wiec — >2.
c c

— . da , . . :
Analogicznie otrzymujemy 5 > 2, co konczy rozwiazanie zadania.

5. Czy istnieje taki wieloscian wypukly, ktéry ma nieparzysta liczbe $cian i w ktérego
kazdym wierzchotku schodzi sie parzysta liczba krawedzi? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Taki wieloscian istnieje, podamy jego konstrukcje.

Rozpatrzmy graniastostup, ktérego podstawy stanowia szesciokaty ABCDEF oraz
A'B'C'D'E’'F’. Na $cianach bocznych ABB'A’, CDD'C’ i EFF'E’ graniastostupa, po
jego zewnetrznej stronie, zbudujmy ostrostupy czworokatne ABB’'A’P, CDD'C’'Q oraz
EFF'E’R tak, aby otrzymana bryta byta siedemnastoscianem wypuklym. Skonstruowany
w ten spos6b wieloScian ma nieparzysta liczbe Scian i w kazdym jego wierzchotku schodza
sie 4 krawedzie.
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