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Rozwigzania zadan testowych

1. Liczba krawedzi pewnego ostrostupa jest o 15 wieksza od liczby jego wszystkich

wierzchotkéw. Wynika z tego, ze ten ostrostup ma doktadnie

N | a) 15 $cian bocznych;

H

b) 16 Scian bocznych;

N | ¢) 17 $cian bocznych.

Komentarz

Przyjmimy, ze podstawa rozwazanego ostrostupa jest pewien n-kat. Wtedy liczba
wierzchotkéw tego ostrostupa jest réwna n+1, a liczba jego krawedzi jest réwna 2n.

Zgodnie z warunkami podanymi w treéci zadania otrzymujemy 2n = (n+1)+15, skad

wyznaczamy n = 16. Wobec tego podstawa tego ostrostupa jest 16-kat, a wiec ostrostup

ten ma 16 $cian bocznych.

2. Istnieja takie rézne liczby pierwsze p, q, ze liczba

T | a) pg+1 jest liczba pierwsza;

T | b) pg+1 jest liczba ztozona;

T | ¢) p+q jest liczba pierwsza.

Komentarz

a) Dla p=21i ¢=3 liczba pg+1=7 jest pierwsza.

b) Dla p=31i ¢=25, liczba pg+1=16 jest zlozona.

c) Dla p=21 ¢g=3 liczba p+¢q=1>5 jest pierwsza.

Uwaga

Powyzsze liczby p i g nie sg jedynymi przyktadami potwierdzajacymi stusznosé stwier-
dzenh a), b) i c). Zauwazmy jednak, ze aby znalez¢ prawidtowe przyktady $wiadczace o praw-
dziwosci zdan a) i ¢), jedna z liczb p lub ¢ musi byé¢ réwna 2. W przeciwnym przypadku,
liczby p i ¢ — jako liczby pierwsze rézne od 2 — bylyby nieparzyste. Wtedy liczby pg+1
oraz p+q bylyby parzyste, a wiec nie mogltyby by¢ liczbami pierwszymi.
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3. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunki a > b oraz ¢ >d. Wynika z tego, ze

T| a)a+c>b+d;

N| b)a—c>b—d;
N| ¢)ac > bd.
Komentarz

a) Poniewaz a > b, wigc a+c¢>b+c.

Z kolei ¢ > d, wiec b+c > b+d, skad wniosek, ze a+c>b+d.

b) Przyjmijmy a=3, b=2 oraz ¢=3, d=1.

Woéwcezas a > b oraz ¢ >d, jednak a—c=0 oraz b—d=1, a wiec a—c<b—d.

c¢) Niech a=3, b=1 oraz c=—1, d=—2.

Wéwcezas a > b oraz ¢ >d, jednak ac= —3 oraz bd = —2, a wiec ac < bd.

Uwaga

Z czesci b) i ¢) wynika, ze danych dwéch nieréwnosci nie mozna ani odejmowaé ani
mnozy¢ stronami. Rozumujac podobnie jak w czesci a) mozna jednak uzasadnié, ze nie-
rownosci a > b oraz ¢ >d mozna pomnozy¢ stronami, jesli zalozymy dodatkowo, ze obie

liczby b i ¢ sa dodatnie.

4. Dodatnia liczbe catkowita n zwiekszono o 50%, a nastepnie wynik zmniejszono

0 50%. W rezultacie otrzymano liczbe catkowitag m. Wynika z tego, ze

N| a) m=mn;

T | b) liczba n jest podzielna przez 4;

T | c¢) liczba m jest podzielna przez 3.

Komentarz

b) Zwiekszajac liczbe n o 50%, uzyskujemy liczbe n+ %n: %n 7 kolei zmniejszajac
liczbe %n 0 50%, otrzymujemy liczbe %n— % . %n: %n. Wobec tego m = %n, czyli 4m=3n.
Zatem liczba 3n jest podzielna przez 4, a skoro liczby 3 i 4 sa wzglednie pierwsze (tzn. ich

najwiekszy wspélny dzielnik jest réwny 1), wiec liczba n jest podzielna przez 4.

¢) Z uzyskanej wyzej réwnosci 4m = 3n wynika, ze liczba 4m jest podzielna przez 3.

Poniewaz liczby 4 i 3 sa wzglednie pierwsze, wigc liczba m jest podzielna przez 3.

a) Rézne liczby m =3 1 n =4 spelniaja warunki zadania.
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5. Suma pewnych czterech réznych dodatnich liczb catkowitych jest liczba nieparzy-

sta. Wynika z tego, ze

T | a) co najmniej jedna z tych liczb jest nieparzysta;

H

b) iloczyn tych liczb jest liczba parzysta;

N | ¢) co najmniej dwie z tych liczb sa parzyste.

Komentarz

a) Niech a, b, ¢, d beda danymi liczbami i przypusémy, ze wszystkie one sa parzyste.
Wéwcezas liczba a+ b+ c+d jest parzysta. Przeczy to jednak warunkom zadania. Stad
wniosek, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢, d musi by¢ nieparzysta.

b) Jesli wszystkie cztery dane liczby a, b, ¢, d sa nieparzyste, to liczba a+b+c+d
jest parzysta. Przeczy to jednak warunkom zadania. Wobec tego co najmniej jedna z liczb

a, b, ¢, d musi by¢ parzysta. Zatem iloczyn abed jest liczba parzysta.

¢) Rozpatrzmy nastepujace cztery liczby: 1, 2, 3, 5. Ich suma jest réwna 11 i jest
to liczba nieparzysta. Jednak wérod rozpatrywanych czterech liczb jest tylko jedna parzy-

sta: 2.

Uwaga

W powyzszym rozumowaniu korzystaliSmy miedzy innymi z tego, ze suma czterech
liczb parzystych jest liczba parzysta. Oto uzasadnienie: Jedli liczby a, b, ¢ i d sa parzyste,
to a=2k, b=2l, c=2m oraz d=2n, gdzie k, [, m i n sa liczbami catkowitymi. Wtedy

a+b+c+d=2(k+l+m+n).

Liczba k+1+m+n jako suma liczb catkowitych jest catkowita, skad wynika, ze liczba
a+b+c+d jest parzysta.

Analogicznie mozemy uzasadni¢, ze suma czterech liczb nieparzystych a, b, ¢, d jest
liczba parzysta: Przyjmujac bowiem a =2k+1, b=2[+1, c=2m+1 oraz d=2n+1, gdzie

k, I, m in sa liczbami catkowitymi, uzyskujemy
a+b+c+d=2(k+l+m+n+2).

Liczba k+14+m+n+2 jako suma liczb catkowitych jest catkowita, a zatem liczba a+b+c+d
jest parzysta.

Podobnie rozumujac stwierdzamy, ze iloczyn czterech liczb catkowitych a, b, ¢, d,
z ktérych co najmniej jedna jest parzysta, jest liczba parzysta. Dla dowodu przyjmijmy,
ze a=2p, gdzie p jest liczba catkowita. Stad abed =2(pbed). Liczba pbed jako iloczyn liczb
catkowitych jest liczba catkowita. Wobec tego liczba abed jest parzysta.
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6. Punkty A i B lezg na okregu o érodku O, przy czym SOAB =45°. Punkt C lezy
na dhuzszym tuku AB tego okregu. Wynika z tego, ze

T | a) YABO =45°;
b) YACB = 45°;
N| ¢) SABC < 130°.

H

Komentarz

a) Odcinki OA i OB sa promieniami danego okregu, wiec sa rownej dlugosci. Wobec
tego SABO = <BAO = 45°.

rys. 2

b) Suma katéw w tréjkacie ABO jest réwna 180°, a zatem $AOB =90°. Kat AOB
jest katem srodkowym, a kat AC'B katem wpisanym i oba sg oparte na tym samym tuku
o koficach A i B (rys. 1). Wobec tego FACB =1 SAOB=45°.

¢) Wybierzmy punkt C, zgodnie z warunkami zadania oraz tak, aby <BAC = 4°
(rys. 2). Wéwczas korzystajac z czesci b), uzyskujemy

JABC =180° — (FACB+4BAC) = 180° — (45° +4°) = 131° > 130°..

7. Istnieje taka liczba rzeczywista z, dla ktorej
N a) [lz—1]+2/=0;
b) fle—1]+2| = 1;
T| ¢ ||lz—1]+2]=2.

Z

Komentarz

a) Dla kazdej liczby = spelniona jest nieréwnosé¢ |z —1| > 0, wiec |[x — 1|42 > 2. Stad
wniosek, ze ||z —1|4+2|=|z—1|+2. Wobec tego dane réwnanie przybiera postaé |z—1|=—2,
co prowadzi do sprzecznosci.

b) Analogicznie jak wyzej, dane rownanie przybiera postaé |z —1|=—1, co spelione

by¢ nie moze.
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c) Zauwazmy, ze x =1 spelnia dane réwnanie.

Uwaga
Rozumujac analogicznie jak w czesciach a) i b), mozna uzasadnié, ze liczba z =1 jest

jedyna liczba spelniajaca réwnanie z czesci c).

8. Wszystkie katy szesciokata wypuktego ABCDFEF sa rowne. Wynika z tego, ze

T | a) proste AB i DFE sg rownolegle;

Z

b) odcinki BC' i EF sa réwnej dlugosci;
N | c) szesciokat ABCDEF jest foremny.

Komentarz
a) Wszystkie katy szesciokata ABCDEF sa réwne, wiec kazdy z nich ma miare 120°.
Oznaczmy przez () punkt przeciecia prostych AB i CD (rys. 3). Wowczas

JQBC =60° oraz JQCB=60°.
Wiynika stad, ze $BQC =60°. Zatem
IBQC +<EDQ =60° +120° = 180°,

co oznacza, ze proste AB i DFE sg réwnolegte.

rys. 3 rys. 4

b), ¢) Niech PQR bedzie trojkatem réwnobocznym (rys. 4). PoprowadZmy prosta
AF réwnoleglta do boku QR oraz prostg BC' réwnolegta do boku RP, jak pokazano na
rysunku 4. Teraz poprowadzmy prosta E D réwnoleglta do boku P(Q), ale w taki sposob, aby
dtugoéci odcinkéw BC' i EF byty roznej dlugosci. OtrzymaliSmy w ten sposéb szesciokat
wypukly ABCDEF.

Poniewaz trojkaty PAF, QBC i RED sa rownoboczne, wigc kazdy kat wewnetrzny
szesciokata ABCDEF ma miare 120°. W szeéciokacie tym odcinki BC' i EF sa roznej
dtugoéci. Stad wniosek, ze szesciokat ABC DEF nie jest foremny.
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9. Liczby a, b, ¢ sa dodatnie i spetniaja uktad rownan

a—b="

N oWl

a+b=

Wynika z tego, ze

N| a)b<c oraz c<a;

N| b)a<b oraz b<c;

T| ¢)b<a oraz a<c.

Komentarz
Liczba ¢ jest dodatnia, wiec z pierwszej réwnosci wynika, ze a —b >0, czyli b < a.
c
Liczby b i ¢ sa dodatnie, a zatem na mocy drugiej rownosci uzyskujemy a <a+b= 3 <c.

Stad ostatecznie b < a oraz a < c.

10. Dodatnie liczby catkowite m, n spelniaja warunek m >n. Wynika z tego, ze

T| a)m>n+1;

N| b)vm > /n+1,

T| ¢)m?>n?+3.

Komentarz

a) Jedli dwie liczby calkowite sa rézne, to réznica miedzy wieksza z nich a mniejsza

wynosi co najmniej 1. Wobec tego m—n > 1, czyli m>n+1.
b) Przyjmujac m =2 oraz n = 1, otrzymujemy /m =2 <2=/n+1.

c¢) Uzasadnimy, ze dana nier6wnos¢ jest spelniona dla kazdej pary dodatnich liczb

catkowitych m i n takich, ze m >n. Podamy dwa sposoby tego uzasadnienia.

Sposdb 1

Obie strony nieréwnosci m >n+1 sa dodatnie, a zatem mozemy obie strony tej nie-
réwnosci podnieéé do kwadratu. Uzyskujemy wtedy m? > n? +2n+1.

Z kolei liczba n jest catkowita i dodatnia, a zatem n > 1.

Wobec tego m? >n?+2n+1>n?+3.

Sposob 11
Wiemy, ze n>1, wiec z nieréwnosci m >n+1 uzyskujemy m >2. Wobec tego m—+n > 3.

Stad m? —n? = (m+n)(m—n)>3-1=3.
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11. Liczby catkowite a, b, ¢ sa dodatnie. Kazda z nich daje reszte 1 z dzielenia przez 3.

Wynika z tego, ze

T | a) liczba a+b+c jest podzielna przez 3;

H

b) suma cyfr liczby a+b+c jest podzielna przez 3;

T | c¢) liczby a+b oraz c sa rézne.

Komentarz
a) Z warunkéw zadania wynika, ze istnieja takie liczby catkowite k, [, m, ze
a=3k+1, b=3l+1, c=3m+1.

Wobec tego a+b+c=3(k+1+m+1). Liczba k+1+m—+1 jest catkowita, skad wniosek, ze
liczba a+ b+ c jest podzielna przez 3.

b) WykazaliSmy wyzej, ze liczba a+b+c jest podzielna przez 3. Zatem na mocy cechy

podzielnosci przez 3, suma cyfr liczby a+b+c jest takze podzielna przez 3.

¢) Zauwazmy, ze a+b=3(k+1)+2. Stad wynika, ze liczba a+b z dzielenia przez 3
daje reszte 2, podczas gdy liczba c z dzielenia przez 3 daje reszte 1. Wobec tego liczby a+b

i ¢ nie moga by¢ réwne.

12. Dane sg trojkaty ABC' i A’B’C’, dla ktérych
AB<A'B', BC<B'C'" oraz CA<C'A.

Wynika z tego, ze

T | a) obwdd tréjkata ABC jest mniejszy od obwodu trojkata A’ B'C’;

Z

b) pole trojkata ABC' jest mniejsze od pola trojkata A’B'C’;

N | c¢) istnieje tréjkat przystajacy do tréjkata ABC, ktéry mozna umiescié wewnatrz
trojkata A'B'C".

Komentarz

a) Dodajac dane nieréwnoéci stronami, uzyskujemy

AB+BC+CA<A'B' +B'C'+C'A’.

c
Cl
o /0\ )
A B A B’
rys. rys. 6

b) Rozpatrzmy nastepujace trojkaty: Tréjkat ABC jest réwnoboczny i ma bok diu-
gosci 1 (rys. 5). Pole tego tréjkata jest rowne i\/ﬁ, a wiec jest wigksze od i. Z kolei trojkat
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A'B'C’ jest tréjkatem réwnoramiennym o podstawie A’B’ =4 i wysokosci poprowadzonej
z wierzcholka C’ réwnej {=. Wéwezas pole tréjkata A’B'C’ jest réwne i. Ponadto spelnione
sg nieréwnosci

AB<A'B’, BC<B'C' oraz CA<C'A,

lecz pole tréjkata ABC jest wieksze od pola trojkata A’B'C'.

¢) Rozpatrzmy ponownie tréjkaty ABC i A’B’C’ skonstruowane w czesci b). Ponie-
waz pole tréjkata ABC jest wieksze od pola tréjkata A’B’C’, wiec nie istnieje trojkat
przystajacy do tréjkata ABC, ktéry mozna umiesci¢ wewnatrz trojkata A’ B'C’.

13. Dane sg takie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze liczba ab+ bc+ cd+ da jest podzielna

przez 5. Wynika z tego, ze podzielna przez 5 jest co najmniej jedna z liczb

N| a)a+b, c+d;

H

b) a+c¢, b+d;

N| c)a+d, b+c.

Komentarz
b) Zauwazmy, ze ab+bc+cd+da= (a+c)b+ (a+c)d= (a+c)(b+d). Zatem iloczyn
(a+c)(b+d)

jest liczba podzielng przez 5, a liczba 5 jest liczba pierwsza. Wobec tego jeden z czynnikéw
a+c lub b+d musi by¢ podzielny przez 5.

a) Przyjmijmy a =2, b=1, c¢=3 oraz d=0. Woéwczas liczba ab+bc+cd+da =15 jest
podzielna przez 5. Jednak wtedy zadna z liczb a+b=3 i c+d =3 nie jest podzielna przez 5.

c) Dlaa=2, b=1, ¢=3 oraz d=0, zadna z liczb a+d =2 oraz b+c=4 nie jest

podzielna przez 5.

14. Liczby a, b sa dodatnie oraz liczby v/a +vb i a—b sa wymierne. Wynika z tego, ze
T | a) wymierna jest liczba /a—/b;
b) wymierna jest kazda z liczb v/a i v/b;

H

T | ¢) wymierna jest liczba a+b.

Komentarz

a) Zauwazmy, ze dla dodatnich liczb a i b,
a—b=(va)* = (Vb)* = (Va—Vb)(va+Vb).

Wobec tego liczba ;
a —
N Al
Va+b
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jest wymierna, jako iloraz dwdch liczb wymiernych.

b) Oznaczmy /a—+/b=p oraz \/a++/b=q. Dodajac stronami ostatnie dwie réwnosci,
uzyskujemy 2y/a =p+gq, czyli \/a=1(p+q). Wiemy, ze liczby p i ¢ sa wymierne, a zatem
suma p—+q jest réwniez liczbg wymierna. Zatem wymierna jest takze liczba %(p—kq) =./a.

Poniewaz vb=+/a—p oraz liczby Vva i p sa wymierne, wiec wymierna jest takze
liczba v/b.

¢) Liczby a = (y/a)? oraz b= (v/b)? sa wymierne, gdyz obie sa kwadratami liczb wy-

miernych. Wobec tego liczba a+b jest takze wymierna.

15. Dana jest ptaszczyzna 7 oraz dwa punkty A i B nie lezace na tej plaszczyznie.
Niech C'i D beda rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A i B na plasz-

czyzne w. Wynika z tego, ze

T | a) punkty A, B, C, D leza w jednej plaszczyznie;

H

b) plaszczyzna 7 jest prostopadta do plaszczyzny zawierajacej punkty A, C'i D.
T| ¢) AB>CD.

Komentarz

a) Jedli proste k i [ sa prostopadle do plaszczyzny m, to proste te sa réwnolegle.
Wynika stad, ze proste AC' i BD sa rownolegle. Kazde dwie proste réwnolegle leza w jednej
plaszczyznie, wiec w szczegdlnoéci punkty A, B, C, D leza w jednej plaszczyznie.

b) Jesli prosta k jest prostopadla do plaszczyzny 7, to kazda plaszczyzna zawierajaca
prosta k jest prostopadia do ptaszczyzny w. Prosta AC' jest prostopadla do ptaszczyzny 7,

a zatem plaszczyzna zawierajaca punkty A, C' i D jest prostopadla do plaszczyzny .

c) Prosta AC' jest prostopadia do plaszczyzny 7, a zatem prosta ta jest prostopadia
do kazdej prostej zawartej w tej plaszczyznie, w szczegdlnosci takze do prostej C'D. Zatem
JACD =90°. Niech P bedzie takim punktem, ze czworokat ACDP jest prostokatem.
Wéwezas CD = AP oraz SAPB =90°. Stad uzyskujemy AB > AP =CD.
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