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Olimpiada Informatyczna Gimnazjalistow jest corocznym przedmiotowym konkursem
przeznaczonym dla uczniéw szkél gimnazjalnych, organizowanym przez Ministerstwo Edukacji
Narodowej. Przedsiewzigcie realizuje Stowarzyszenie Talent — partner MEN, wsp6torganizatorem

jest miasto Gdynia.

Celem giéwnym Olimpiady Informatycznej Gimnazjalistow jest zainteresowanie
informatyka uczniéw szkét gimnazjalnych, poprzez szlachetng rywalizacje wrozwigzywaniu
ciekawych i inspirujacych zadaii i probleméw informatycznych, zzastosowaniem podejScia

algorytmicznego i podejmowania decyzji z wykorzystaniem komputera.

Olimpiada Informatyczna Gimnazjalistow przeprowadzana jest w dwoch rodzajach zawodéw:

indywidualnych i druzynowych.

Zawody indywidualne rozgrywane s3 w trzech etapach. Rozwijajg kreatywno$¢, wytrwatos$é
w dazeniu do celu i umiejetno$§¢ podejmowania samodzielnych decyzji. Opieke merytoryczng nad

zawodami indywidualnymi sprawuje Instytut Informatyki Uniwersytetu Warszawskiego.

* etap I ma charakter otwarty i polega na samodzielnym rozwigzywaniu przez uczestnika zadan

ustalonych dla tych zawodéw oraz przekazaniu rozwigzan w podanym terminie.
» etap Il i Il polega na rozwigzywaniu zadai w warunkach kontrolowanej samodzielnosci.

Zawody druzynowe skladaja si¢ z etapu szkolnego, etapu okregowego i centralnego. Uczniowie
tworza czteroosobowe zespoly. Przedmiotem zawodéw druzynowych sa zadania dotyczace
zastosowania informatyki w innych naukach S$cistych. Za pomoca specjalnie przygotowanej
platformy edukacyjnej mozliwa jest systematyczna praca i przygotowywanie si¢ do zawodoéw przy

pomocy udost¢pnianych poprzez witryne materialow.

* etap I sktada si¢ z rund treningowych i dwoéch rund konkursowych (konkurs szkolny

i powiatowy).

* etap II (okregowy) i Il (centralny) zawodéw druzynowych przeprowadzany jest w warunkach
kontrolowanej samodzielno$ci. Do etapu centralnego przechodzi najlepsza druzyna z kazdego

wojewddztwa i najlepsze druzyny z catego kraju.

Gala finalowa tegorocznej Olimpiady objeta zostala Honorowym Patronatem Prezydenta
Rzeczypospolitej Polskiej Bronistawa Komorowskiego. V Olimpiada Informatyczna Gimnazjalistow
objeta zostata patronatami honorowymi Ministerstwa Edukacji Narodowej i Prezydenta Miasta Gdyni,

a takze patronatem Fundacji Rozwoju Systemu Edukacji.

Wiecej informacji na temat projektu: http://www.oig.edu.pl/
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Zadanie: PAR 1 III

OLIMPIADA
Park GIMNAZIALISTOW
V OIG, etap I. Plik Zrédlowy par.* Dostepna pamieé¢: 32 MB. 10.01-7.02.2011

Bajtocki Park Narodowy stynie z dlugiego (choé niezbyt szerokiego) pasma gorskiego, rozciagajacego sie przez
caly park z zachodu na wschéd. Co roku przyjezdzaja do niego tlumy turystow, ktérzy czesto nie sa zbyt
rozgarnieci. Dlatego zarzad parku postanowil przygotowaé mape calego pasma, podzielona na fragmenty réwnej
dtugosci. Przy kazdym punkcie podziatu zarzad zamierza umiesci¢ wysoko$é tego punktu oraz dwie inne liczby:
wysoko$é¢ najwyzszego punktu podzialu na zachdd od niego oraz na wschod od niego.

Cala mapa jest juz wladciwie gotowa. Pozostaje jedynie obliczyé maksymalne wysokosci na zachdd i na
wschéd od kazdego punktu podzialu. Zarzad parku poprosilt Cie o napisanie programu, ktéry wyznaczy te
wartosci.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejécia znajduje sie jedna liczba catkowita n (1 < n < 1000000) ozna-
czajaca dlugosé pasma gérskiego. W kazdym z nastepnych n wierszy znajduje si¢ po jednej liczbie catkowitej
w; (1 < w; < 1000000000) oznaczajacej wysokosé i-tego punktu podziatu. Punkty te podane sa w kolejnosci

z zachodu na wschod.
W testach wartych przynajmniej 40% punktéw zachodzi dodatkowy warunek n < 10 000.

Wyjscie

Twoj program powinien wypisa¢ na standardowe wyjscie dokladnie n wierszy, odpowiadajacych kolejnym
punktom podzialu (w kolejnosci z zachodu na wschéd). W kazdym z tych wierszy powinny znalezé sie dwie
liczby catkowite a; oraz b; oddzielone pojedynczym odstepem — wysokos¢ najwyzszego punktu podzialu na
zach6d od punktu ¢ oraz na wschdod od niego. W przypadku, gdy na zachéd od punktu ¢ nie ma szczytu
wyzszego niz w;, przyjmujemy a; = w;. Podobnie, jesli na wschéd od punktu ¢ nie ma szczytu wyzszego niz
w;, to przyjmujemy b; = w;.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
14
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Opracowanie: PAR
Park

1 Rozwigzanie

W zadaniu dany jest ciag liczb naturalnych wy,ws, ..., w,, reprezentujacy wysokosci kolejnych punktéw podziatu
mapy. W tym ciagu dla kazdej liczby ¢ od 1 do n nalezy obliczy¢:

1. maksimum z liczb w1, ..., w;

2. maksimum z liczb w;, ..., w,

Mozemy to zrobi¢ bezposrednio:

for i := 1 to n do begin
maxz := wli];
for j := 1 to i - 1 do begin
if (w[j] > maxz) then maxz := w[j];
end
maxw := w[i];
for j := i + 1 to n do begin
if (w[j] > maxw) then maxw := w[j];
end

wypisz(maxz, maxw);
end
Niestety to rozwiazanie jest zbyt powolne, poniewaz dla kazdego i powyzszy algorytm przeglada wszystkie inne
komérki tablicy wl], co sprawia, ze koszt czasowy wyniesie O(n?) (tzn. ze algorytm wykona mniej wiecej n? poje-
dynczych operacji). Zgodnie z trescia zadania, za takie rozwiazanie mozna bylo uzyskaé¢ 40% punktéw.

Aby przyspieszy¢ dziatanie programu, wystarczy zauwazy¢, ze obliczone maksima dla pewnego przedzialu moga
nam postuzyé w szybkim wyznaczeniu maksimum dla przedzialu zawierajacego jedng komorke wiecej:

o max{ws,...,w;} = max(max{wi,..., w;—1},w;)
o max{w;,...,w,} = max(w;, max{w;y1,...,Wwn})

To spostrzezenie pozwala nam napisaé¢ szybki algorytm, ktéry jest juz rozwiazaniem wzorcowym.

maxz := 0;

maxw := 0;

for i := 1 to n do begin
if wl[i] > maxz then maxz := w[i];
z[i] := maxz;

end;

for i := n downto 1 do begin
if w[i] > maxw then maxw := wl[i];
wli] := maxw;

end;

for i := 1 to n do begin
wypisz(z[il, wlil);

end;

2 Uwaga na temat strumieni w C++4

Aby mieé¢ pewnos$é, ze program bedzie wystarczajaco szybko dzialal w jezyku C++, warto sie jeszcze upewnié, ze we
wlasciwy sposéb dokonujemy operacji wejscia i wyjscia, tzn. we wladciwy sposéb wezytujemy i wypisujemy dane. Otéz
operacje przy pomocy strumieni (cin >> oraz cout <<) sg istotnie wolniejsze od funkcji przeniesionych z jezyka C,
ktére stuza do tego samego (scanf oraz printf). Jezeli jednak bardzo chcemy wykorzystywaé strumienie, to mozemy
przyspieszy¢é operacje wykonywane za ich pomoca, wpisujac nastepujacy wiersz na poczatku funkcji main():

std::ios_base::sync_with_stdio(0);

Polecenie to wylacza tzw. synchronizacje ze standardowym wejsciem i wyjsciem, co spowoduje, ze uzywanie zaréwno
strumieni jak i funkcji scanf i printf moze dawaé nieoczekiwane efekty. Jednak przyspieszy ono istotnie operacje
wykonywane z uzyciem strumieni.

Park



Zadanie: SKR ] II|

OLIMPIADA

Skracalne liczby pierwsze I ORMATICIN
V OIG, etap I. Plik zré6dlowy skr.* Dostepna pamieé: 32 MB. 10.01-7.02.2011

Przypomnijmy, ze liczba pierwsza to taka dodatnia liczba catkowita, ktéra ma doktadnie dwa rézne dzielniki:
jedynke i sama siebie. Mowimy, ze liczba a jest prefiksem liczby b, jesli liczba a powstaje przez usuniecie pewnej
liczby cyfr z konca liczby b. Na przyklad, liczba 1231 jest prefiksem liczby 12314433. Skracalna liczba pierwsza
to taka liczba, ktérej wszystkie prefiksy niezerowej dlugosci sg liczbami pierwszymi. Przykladowo, liczba 23
jest skracalng liczba pierwsza, gdyz jej niepuste prefiksy 2 i 23 sa liczbami pierwszymi.

Twoim zadaniem jest napisanie programu, ktory dla zadanych dwoch liczb catkowitych dodatnich a, b
(a < b) wyznaczy, ile jest liczb calkowitych, ktére sa skracalnymi liczbami pierwszymi i naleza do domknigtego
przedzialu [a, b].

Wejscie

W jedynym wierszu standardowego wejécia znajduja si¢ dwie liczby catkowite a, b (1 < a < b < 10%8).
Mozesz zalozyé, ze testach wartych 50% punktéw zachodzi dodatkowo warunek b < 1000 000.

Wyjscie

W jedynym wierszu standardowego wyjscia powinna znalezé si¢ jedna liczba catkowita bedaca liczba skracal-
nych liczb pierwszych nie mniejszych od a i nie wiekszych od b.

Przyktad

Dla danych wej$ciowych: poprawnym wynikiem jest:
20 24 1

Wyjasnienie do przykladu: W przedziale [20, 24] jest tylko jedna skracalna liczba pierwsza i jest nia 23.

v.1.02 Skracalne liczby pierwsze



Opracowanie: SKR
Skracalne liczby pierwsze

1 Wprowadzenie

Zadanie polega na wyznaczeniu, ile jest skracalnych liczb pierwszych nalezacych do pewnego zadanego przedzialtu.
Skracalna liczba pierwsza to taka liczba, ktorej kazdy prefiks (w tym réwniez cala liczba) jest liczba pierwsza.

2 Rozwigzanie

Zanim zabierzemy si¢ za rozwigzywanie zadanego problemu, zastanéwmy sie, jak mozna w miare szybko i prosto
sprawdzi¢, czy liczba jest pierwsza.

2.1 Sprawdzanie czy liczba jest pierwsza

Niech n bedzie pewna liczba, ktérej pierwszoéé chcielibyémy zbadaé. Zauwazmy, ze jeSli n nie jest liczba pierwsza, to
musza istnie¢ dwie liczby a, b (1 < a < b < n) takie, ze ab = n. Dodatkowo a < y/n. Gdyby tak nie bylo, to ab > n.
To daje od razu nastepujacy algorytm:

x := sqrt(n);
czyJestPierwsza := TAK;
for a := 2 to x do
if (n mod a = 0) then czyJestPierwsza := NIE;

Zlozonosé powyzszego algorytmu to O(y/n).

2.2 Prawdziwe zadanie

Majac juz takie narzedzie w reku, jestedmy w stanie rozwiazac¢ nasze zadanie. Dla kazdej liczby z zakresu sprawdzamy,
czy jest pierwsza, nastepnie czy ta liczba bez ostatniej cyfry jest pierwsza itd.

Takie rozwiazanie jest jednak duzo za wolne. Sprébujmy je przyspieszy¢. W tym celu moga nam sie przydaé
nastepujace spostrzezenia:

Spostrzezenie 1.
Jedynymi jednocyfrowymi skracalnymi liczbami pierwszymi sa 2, 3, 5, 7.

Spostrzezenie 2.
Jesli skracalna liczba pierwsza jest co najmniej dwucyfrowa, to musi konczy¢ sie na 1, 3, 7, 9.
Gdyby tak nie bylo, to bylaby podzielna albo przez 2, albo przez 5.

Korzystajac z powyzszych spostrzezen, mozemy naszkicowaé algorytm, ktérego zadaniem bedzie wygenerowanie
wszystkich skracalnych liczb pierwszych. Bedziemy korzystaé z kolejki, w ktérej bedziemy trzymaé skracalne liczby
pierwsze. Na poczatku znajda sie w niej 2, 3, 5, 7. Za kazdym razem bierzemy element z kolejki, dodajemy go do
zbioru skracalnych liczb pierwszych, a nastepnie prébujemy te liczbe wydluzyé (doklejajac na jej koniec jedna z cyfr:
1, 3,7, 9), po czym sprawdzamy, czy liczba, jaka uzyskaliSmy, jest pierwsza, i w przypadku pozytywnej odpowiedzi
dodajemy ja do kolejki. Liczba ta bedzie faktycznie skracalng liczbg pierwszq, gdyz liczba ta jest pierwsza, a wszystkie
jej prefiksy sa liczbami pierwszymi (to sprawdzili$my juz wczeéniej).

Pseudokod wyglada nastepujaco:

kolejka := {2, 3, 5, 7};
while (kolejka nie pusta) do
pobierz element x z kolejki;
dodaj x do listy skracalnych liczb pierwszych;

if (czyJestPierwsza(1l0 * x + 1)) then dodajDoKolejki(10 * x + 1);
if (czyJestPierwsza(1l0 * x + 3)) then dodajDoKolejki(10 * x + 3);
if (czyJestPierwsza(1l0 * x + 7)) then dodajDoKolejki(10 * x + 7);
if (czyJestPierwsza(1l0 * x + 9)) then dodajDoKolejki(10 * x + 9);

done;

v.1.10 Skracalne liczby pierwsze



Uruchamiajac program oparty na tym algorytmie, jestemy w stanie sprawdzié, ile jest wszystkich skracalnych liczb
pierwszych. W przypadku, gdy kolejka jest pusta, oznacza to, ze nie ma juz zadnego kandydata, ktérego mogliby$my
rozszerzy¢ o jedna cyfre, czyli nie ma juz zadnej wiekszej skracalnej liczby pierwszej.

Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze zaproponowany algorytm moze dziataé¢ dosyé¢ wolno i wygenerowaé¢ bardzo
duzo interesujacych nas liczb. ..

Jednak po wykonaniu tego algorytmu otrzymujemy, ze skracalnych liczb pierwszych jest 83, a najwieksza z nich
nie przekracza 10%. Mozemy wiec wygenerowaé wszystkie szukane liczby, a nastepnie wpisaé je w swoje rozwiazanie
(tablica 83 stalych), lub tez generowaé je na biezaco.

3 Wyzwanie

Warto spojrze¢ na zadanie Liczby antypierwsze z VIII Olimpiady Informatycznej, ktére mozna réwniez probowad
rozwigzywaé w pokazany powyzej sposob.

v.1.10 Skracalne liczby pierwsze
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OLIMPIADA

UrZanicy INFORMATYCZNA

GIMNAZJALISTOW

V OIG, etap I. Plik zré6dlowy urz.* Dostepna pamieé: 32 MB. 10.01-7.02.2011

W Bajtocji ostatnimi czasy nie dzieje si¢ najlepiej. Do wladzy doszedl opanowany obsesyjnym strachem o swoje
zycie krél Bitogrom. Juz w kilka dni po objeciu tronu ukazal on swoje bezwzgledne oblicze, Scinajac pieciu
dworzan podejrzanych o spiskowanie przeciw niemu. Na wszystkich urzednikéw w panstwie padl strach o wlasne
zycie. Mieli oni swiadomo$é, ze kazdy donos przelozonego prowadzi do szybkiej egzekucji. Sprawe pogarszalt
fakt, ze donosiciel stawal si¢ zaufanym czlowiekiem kréla, ktéremu tym samym nie grozit juz wyrok skazujacy.
W zastraszonym Srodowisku urzednikéow panstwowych byla to wystarczajaca motywacja, zeby donie$¢ na
ktoéregos ze swoich podwladnych.

Sytuacja w urzedach bardzo zmartwila profesora Bajtoszewskiego, ktéry przewidywal zwigzane z nig utrud-
nienia w dzialaniu sektoréw panstwowych. Poprosit Cie, abys obliczyl, ilu maksymalnie urzednikéw moze zostaé
straconych wskutek donoséw. Profesor wyjasnil Ci dokladniej zasady funkcjonowania panstwa:

e Kazdy z n urzednikéw w panstwie ma unikatowy identyfikator bedacy liczba calkowita z przedziatu [1,n].

e Kazdy przetozony ma numer mniejszy od numeréw wszystkich swoich podwladnych.

e Przelozonym wszystkich urzednikow jest premier Bajtocji, ktory ma numer 1 i, tym samym, nie ma
przelozonego.

e Kazdy urzednik donosi na co najwyzej jednego ze swoich podwtadnych, poniewaz po pierwszym donosie
jest on juz zaufanym czlowiekiem krola.

e W Bajtocji panuje zasada: ,podwladny mojego podwtadnego jest moim podwladnym”, co w praktyce
oznacza, ze urzednik moze donies¢ na urzednika, dla ktérego jest przetozonym tylko posrednio.
Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduje sie jedna liczba catkowita n (1 < n < 1000000)
oznaczajaca liczbe urzednikow. W drugim wierszu znajduje sie n — 1 liczb catkowitych, z ktorych i-ta oznacza
numer przelozonego urzednika o numerze ¢ + 1.

W testach wartych lacznie co najmniej 40% punktéw zachodzi dodatkowo warunek n < 1 000.

Wyjscie

W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wyjécia powinna znalezé sie jedna liczba calkowita, bedaca
maksymalna liczba urzednikéw, ktorzy moga zostaé straceni w wyniku donoséw.

Przyktad

Dla danych wejsciowych:
4
122

poprawnym wynikiem jest:
2

Wyjasnienie do przykladu: Urzednik numer 1 donosi na urzednika numer 3, a urzednik numer 2 na urzed-
nika numer 4.

v.1.10 Urzednicy



Opracowanie: URZ
Urzednicy

Rozwigzanie wzorcowe

Rozwiazanie tego zadania polega na zastosowaniu pewnej czesto powtarzajacej sie¢ w programowaniu techniki —
mianowicie programowania dynamicznego.

Trudno jest, patrzac na calg strukture panstwa Bajtocji, od razu stwierdzi¢, jaka jest maksymalna mozliwa liczba
ofiar terroru kréla Bitogroma. Jednak zastanéwmy sie, czy mozna to zadanie podzieli¢ na mniejsze podzadania, ktore
stosunkowo tatwo mozna taczy¢ w coraz wieksze. Ot6z zauwazmy, ze hierarchia urzednikéw w naturalny sposéb dzieli
sie na coraz mniejsze czesci.

WezZmy na przyklad dowolnego urzednika u i zalézmy, ze jego bezposredni podwladni to ui,us, ..., u;. Kazdy
z nich ma zbiér swoich wszystkich (posrednich i bezposrednich) podwladnych, ktéry razem z nim samym tworzy
pewna specyficzng podstrukture panstwa — nazwijmy ja poddrzewem urzednika u; *. Szczegdlna cechg poddrzewa
jest to, ze ma ono bardzo podobng strukture do calego drzewa, czyli calej hierarchii urzednikéw w panstwie —
mogloby np. samo w sobie tworzy¢ dane wejéciowe w niniejszym zadaniu. Dalej, kazdy z bezposrednich podwladnych
u moze mie¢ wlasnych bezposrednich podwladnych, ktérzy maja wlasne poddrzewa. I tak struktura panstwa tworzy
drzewo zaczynajace sie od premiera, kazdy z jego bezposérednich podwtadnych ma wlasne poddrzewo itd. az dojdziemy
do urzednikoéw na samym dole hierarchii, ktérych poddrzewa sg zlozone z nich samych.

Aby poshuzy¢ sie programowaniem dynamicznym, najpierw musimy uogélni¢ nasz problem obliczeniowy. Zamiast
pytac¢ sie o maksymalng liczbe ofiar w calym panstwie, sprébujmy obliczyé maksymalng liczbe donoséw w kazdym
poddrzewie. Niech rozw[u] oznacza maksymalna liczbe ofiar w poddrzewie urzednika w. Chcemy wiec nie tylko
obliczy¢ rozw[1] (co jest odpowiedzia w zadaniu), ale tez rozw[u] dla wszystkich innych urzednikéw w.

Dlaczego niby uogdlnienie problemu ma nam pomodc w jego rozwiazaniu? Otéz dlatego, ze teraz wystarczy nam
znalezienie sposobu na obliczanie rozw[u] w dwdch prostych przypadkach:

e kiedy u nie ma zadnych podwladnych;

e kiedy podwladnymi u sa w1, us,...,ux, k > 1 oraz znamy wartosci rozwl[ui]l, rozwlus], ..., rozw[ug].

Jedli znajdziemy metode na rozwiazanie tych dwéch mniejszych zadan, to wystarczy, jesli przejrzymy wszyst-
kich urzednikéw od najwiekszych numeréw do numeru 1 — wtedy przegladajac kazdego kolejnego, znajdziemy sie
w jednej z powyzszych sytuacji. W ten sposéb bedziemy mogli budowaé rozwigzania matych probleméw, otrzymujac
rozwigzania coraz wigkszych, az na koncu rozwiazemy caly wielki problem, postawiony w zadaniu.

Jak wiec mozemy obliczy¢ rozw[u] w powyzszych dwoéch przypadkach? Jesli v nie ma zadnych podwladnych,
to wtedy oczywiscie rozw[u] = 0, poniewaz nie doniesie on sam na siebie. Zalézmy teraz, ze u ma bezposrednich
podwtadnych wi,ug,...,ug, K > 11 przyjmijmy, ze realizujemy scenariusz ,zapisany” w kazdej z komoérek tablicy
rozw[] odpowiadajacych bezposrednim podwladnym u. Oznaczmy s = rozwlui]l + ...+ rozwlui]. Wtedy mamy
dwie mozliwosci:

e Kazdy urzednik w poddrzewie u (oprécz niego samego) donidst na kogo$ badz byl ofiara donosu. Jest to réwno-
znaczne temu, ze liczba 2s+ 1 jest rozmiarem calego poddrzewa u (liczbg urzednikéw w nim sie znajdujacych).
Wtedy rozmiar ten jest nieparzysty i niemozliwym jest, by w tym drzewie dokonano wiecej niz s donoséow —
mozemy wiec wtedy bezpiecznie przyjaé, ze u nie donosi na nikogo, oraz rozwl[u] = s.

o W przeciwnym wypadku liczba 2s + 1 jest mniejsza niz rozmiar calego poddrzewa, a wiec jest w nim urzednik,
na ktorego u moze donies¢, dajac sumaryczng liczbe donosow rowna s + 1. Wigkszej liczby donoséow w tym
poddrzewie nie mozna osiagnaé, bo to by oznaczalo, ze w pewnym poddrzewie u; mozna osiggnaé¢ wiecej ofiar
niz rozw [u;] .

Otrzymujemy wiec prosty sposob na obliczenie rozw [u] . Jesli 2541 jest rowne rozmiarowi poddrzewa u, to rozw [u] =
s, a w przeciwnym wypadku rozwlul] = s+ 1.

Pozostaje jeszcze problem szybkiego obliczania wielkos$ci poddrzew. Nachalne przechodzenie calego poddrzewa
kazdego urzednika zajmie w sumie czas kwadratowy ze wzgledu na n, co jest zbyt kosztowne. Jednak i tutaj mozemy
postuzy¢ sie programowaniem dynamicznym. Oznaczmy przez sizel[u] rozmiar poddrzewa u i rozpatrzmy dwa
przypadki, takie jak poprzednio:

e 1 nie ma zadnych podwladnych — wtedy sizel[u] = 1;

e bezposrednimi podwladnymi u sa w1, us,...,ux, k > 1 — wtedy sizel[ul] =1 + sizelui] +...+ sizel[ug].

W ten sposéb otrzymujemy rozwiazanie o koszcie czasowym O(n).

*Motywacja do takiej nazwy wyplywa ze struktury calej administracji w panstwie; jezeli bowiem narysujemy na kartce wszystkich
urzednikéw od 1 do n od géry do dotu kartki i poprowadzimy linie pomiedzy kazdym urzednikiem (oprécz premiera) i jego szefem, to
powstanie rysunek przypominajacy odwrécone drzewo; zbiér wszystkich podwladnych zadanego urzednika ma podobng strukture, ktéra
zawiera sie w strukturze catego panstwa — dlatego nazywamy ja poddrzewem.
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Zadanie: WYS ] II|

OLIMPIADA

WyéCig INFORMATYGZNA

GIMNAZJALISTOW

V OIG, etap I. Plik Zzrédlowy wys.* Dostepna pamieé¢: 64 MB. 10.01-7.02.2011

Wyscig Tour de Bajtocja jest organizowany co roku na trasie z miasta A do miasta B. Ze wzgledu na dziure
budzetowa, w tym roku wyscig odbedzie si¢ tylko na pewnym odcinku trasy. Nie jest jeszcze ustalone, jaki to
bedzie odcinek, cho¢ ustalona jest juz jego dlugosé.

Na calej trasie rozstawione sa znaki ograniczajace predkosé jazdy. Ograniczenie obowiazuje do momentu
zmiany tego ograniczenia przez inny znak. Wyécig Tour de Bajtocja znany jest z obowiazku przestrzegania
ograniczen predkosci.

Organizatorzy zastanawiaja sie, jaki fragment trasy (o dlugosci m) wybraé, aby przestrzegajac ograniczen
predkosci, mozna byto go jak najszybciej przejechaé.

Zostale$ poproszony o napisanie programu, ktory wyznaczy najkrétszy czas przejechania takiego fragmentu
trasy.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduja sie trzy liczby calkowite n, m oraz d (1 < n < 1000 000,
1 < m < d < 10%), pooddzielane pojedynczymi odstepami, oznaczajace odpowiednio liczbe znakéw ustawio-
nych na trasie, dlugo$é odcinka, na ktérym powinien odby¢ sie wyscig, oraz dlugosé trasy z A do B.

Nastepne n wierszy zawiera opisy kolejnych znakéw ustawionych na trasie. Opis znaku sklada si¢ z dwdch
liczb calkowitych s;, v; (0 < s; < d, 1 < v; < 1000000), oddzielonych pojedynczym odstepem, oznaczajacych
odpowiednio odleglos¢ i-tego znaku od miasta A oraz ograniczenie predkosci obowiazujace od ustawienia tego
znaku. Mozesz zalozy¢, ze 0 = s1 < 9 < ... < Sp.

W testach wartych przynajmniej 50% punktéw zachodza dodatkowe warunki n < 1000 oraz d < 1000 000.

Wyjscie
W pierwszym i jedynym wierszu standardowego wyjscia Twdj program powinien wypisaé jedna liczbe rze-
czywista zaokraglong do dokltadnie trzech cyfr po kropce dziesigtnej, oznaczajaca najkrétszy mozliwy czas

przejechania trasy dhugos$ci m. Wybierany odcinek trasy nie moze wykraczaé poza trase z miasta A do miasta
B.

Przyktad

Dla danych wejsciowych:

347 A!%Olﬁol I4OQ—I—>B
S %o 01234567

2 50

4 40

poprawnym wynikiem jest:
0.090

Wyjaénienie do przykladu: Optymalna trasa zaczyna sie w odlegloséci 2 od miasta A. Czas przejechania
9

tej trasy jest réwny % + 55 = To5-
Wskazéwka: Aby uniknaé¢ btedéw zaokraglen, do obliczen polecamy uzywaé typow rzeczywistych podwdjnej
precyzji (double) oraz standardowych procedur/funkeji stuzacych do wypisywania liczb rzeczywistych z zadana

precyzja.
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Opracowanie: WYS
Wyscig

1 Rozwigzanie brutalne

Najprostszym rozwiazaniem zadania jest rozpatrzenie wszystkich mozliwych tras dlugosci m i dla kazdej z nich
obliczenie czasu potrzebnego na jej przejazd.

Do takiego rozwiazania przydalaby sie tablica, z ktérej moglibySmy odczytywaé ograniczenie predkosci na jed-
nostkowym kawatku trasy. Wyznaczenie takiej tablicy jest stosunkowo proste.

Mozemy przy kazdym wczytanym znaku uaktualniaé czas przejazdu od miejsca ustawienia znaku, az do konca
trasy.

Pseudokod takiego rozwiazania moégtby wygladaé nastepujaco:

wczytaj(n, m, d);
wynik := INF;
for i := 1 to n do begin
wezytaj(s, v);
for j := s tod -1 do
predkosc[j] := v;

end;
for i := 0 to d - m do begin
akt := 0.0;
for j :=itoi+m-14do
akt := akt + 1.0 / predkosc[j];
if akt < wynik then
wynik := akt;
end;
wypisz (wynik) ;

Takie rozwiazanie dziata zdecydowanie za wolno. Ztozonosé czasowa wynosi O(d(d + n 4+ m)), gdyz zbudowanie
tablicy z ograniczeniami predkosci zajmuje czas O(dn), a obliczenie czasu potrzebnego na przejazd kazdej mozliwej
trasy wymaga wykonania O(dm) operacji.

2 Rozwigzanie powolne

Zalézmy, ze mamy obliczony czas potrzebny na przejechanie odcinka (i,7 + m). Aby obliczy¢ czas przejazdu dla
odcinka (¢ + 1,7+ m + 1), mozemy wykorzystaé obliczony czas dla powtarzajacej sie czesci. Powtarzajaca sie czescia
bedzie (i + 1,7 + m). Wystarczy wiec, ze odejmiemy czas przejechania odcinka (4,47 + 1) oraz dodamy czas odcinka
(i +m,i+m+1).

Aby polepszyé¢ ztozonosé calego rozwiazania nalezaloby jeszcze ulepszyé generowanie tablicy do odczytywania
predkoéci na jednostkowym kawatku trasy.

Mozna to zrobi¢ w do$¢ prosty sposéb. Na poczatku zapisujemy predkosci tylko dla jednostkowych kawatkow
trasy, zaczynajacych si¢ w miejscu ustawiania znakdéw. Nastepnie przechodzimy calg trase i uaktualniamy predkosci
dla pozostalych miejsc.

Pseudokod mégltby wygladaé nastepujaco:

wczytaj(n, m, d4);

for i := 1 to n do begin
wezytaj (s, v);
predkosc[s] := v;

end;

for i := 0 tod -1 do
if predkosc[i] = O then
predkosc[i] := predkosc[i - 1];
akt := 0.0;
for i := 0 tom - 1 do
akt := akt + 1.0 / predkosc[i];
wynik := akt;
for j :=m to d - 1 do begin
akt := akt - 1.0 / predkosc[j - m] + 1.0 / predkoscl[j];
if akt < wynik then
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wynik := akt;
end;
wypisz (wynik) ;

Ztozono$é takiego rozwiazania poprawia sie do O(n + d), gdyz ustawienie wszystkich znakéw zajmuje czas O(n),
a wygenerowanie tablicy z ograniczeniami predkosci i taczne obliczanie czaséw przejazdow wszystkich poprawnych
odcinkéw to czas rzedu O(d).

3 Rozwigzanie wzorcowe

Zauwazmy, ze jedyne fragmenty trasy, ktore warto rozpatrywac, to te, ktére koncza sie lub rozpoczynaja w miejscu
zmiany ograniczenia predkodci.

Faktycznie, rozwazmy fragment, ktéry nie zaczyna ani nie konczy sie w miejscu ustawienia znaku. Wtedy jesli
ograniczenie predkosci na jednym kawalku jest mniejsze niz na drugim, to mozemy przesuwac fragment, poprawiajac
czas przejechania trasy. Jesli natomiast ograniczenie predkosci jest takie same, to przesuwajac fragment w jedna ze
stron, nie pogorszymy czasu przejechania tego fragmentu, a bedzie sie on zaczynat lub konczyl w miejscu ustawienia
znaku.

Poczatki wszystkich fragmentéw mozemy wyznaczy¢ podczas wezytywania danych. Pseudokod ich wyznaczenia
moze wygladaé¢ nastepujaco.

wezytaj(n, m, d);
for i := 1 to n do begin
wezytaj(s, v);
if s - m > 0 then
nowyPoczatek(s - m);
if s + m < d then
nowyPoczatek(s) ;
end;
// dodajemy fragment, ktéry koiczy sie w miejscu zakonczenia calej trasy
nowyPoczatek(d - m);

Aby moc efektywnie rozwiazaé¢ zadanie, powinniSmy uporzadkowaé niemalejaco poczatki tras. Mozna je posorto-
waé sortowaniem szybkim w czasie O(nlogn) lub zauwazyé, ze powstana nam dwa posortowane ciagi, ktére mozemy
scali¢ w czasie O(n).

Majac posortowany ciag wszystkich poczatkéw fragmentow tras, mozemy przejé$¢ do obliczania wyniku. Zrobimy
to podobnie jak w rozwigzaniu powolnym — do obliczania czasu pomiedzy dwoma fragmentami wykorzystamy
powtarzajace sie fragmenty tras (odejmujac poczatek i dodajac koniec). Nalezy tylko skakaé¢ o wieksze fragmenty —
do wyznaczonych poczatkéw tras. Dopracowanie szczegdléw technicznych tego skakania pozostawiamy Czytelnikowi.

Zlozonos¢ takiego rozwiazania jest liniowa. Wszystkich poczatkéw tras bedzie maksymalnie 2n, wigc przegladajac
tylko takie fragmenty i uaktualniajac je w czasie stalym, mamy liniowy czas rozwiazania catego rozwiazania.
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Zadanie: ZAP ] II|

OLIMPIADA

Za pal’ki INFORMATYGZNA

GIMNAZJALISTOW

V OIG, etap I. Plik Zré6dlowy zap.* Dostepna pamieé¢: 32 MB. 10.01-7.02.2011

Bajtek bawi si¢ zapatkami. Na jednym z koncéw zapalki znajduje sie gtéwka pokryta masa ulatwiajaca zapton.
Bajtek ulozyl zapalki w linii prostej jedna obok drugiej, w taki sposéb, ze kazdy koniec zapalki sgsiaduje
z konicem pewnej innej zapalki, oprécz dwbch skrajnych zapalek, ktore sasiaduja tylko jednym koncem.

—® L X g @

Przyktadowe ulozenie zapalek.

Bajtek chciatby podpalié pierwsza zapalke (skrajna z lewej) tak aby wszystkie zapalki spalily sie. Pierwsza
zapaltke zapali on przy uzyciu zapalniczki, moze wigc to zrobi¢ bez wzgledu na jej ulozenie. Natomiast miedzy
kolejnymi zapatkami ogien przeniesie si¢ tylko, jesli co najmniej jedna z tych zapatek w miejscu polaczenia
bedzie zwrbcona gtoéwka. Zastanawiamy sig, ile minimalnie zapalek musimy odwrécié, aby wszystkie zapatki
spality sie, jesli podpalimy pierwsza zapaltke.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera jedna liczbe calkowita n (1 < n < 1000000) oznaczajaca
liczbe zapalek Bajtka. Drugi wiersz opisuje ulozenie kolejnych zapalek — zawiera ciag n liczb catkowitych
T1,%2,...,Ty, PrZy czym x; oznacza zwrot i-tej zapalki w ciggu: 0 jesli glowka zapalki znajduje sie z lewej
strony, zas$ 1 jesli gléwka zapalki znajduje sie z prawej strony.

W testach wartych tacznie co najmniej 50% punktéw zachodzi dodatkowo warunek n < 10 000.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz standardowego wyjscia powinien zawieraé¢ jedna liczbe calkowita réwna minimalnej
liczbie zapalek, jakie nalezy odwrocic.

Przyktad

Dla danych wejsciowych:

5
10011 o0 @ { L J

poprawnym wynikiem jest:
2
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Opracowanie: ZAP
Zapatki

1 Wprowadzenie

Rozwiazanie zadania opiera sie na obserwacji, ze poprawne ustawienia zapatek moga by¢ tylko takie, ze w pewnym
miejscu sasiaduja dwie gléwki zapalek, a nastepnie z obydwu stron wszystkie zapalki zwrdcone sg w tym samym
kierunku.

Dlaczego tylko takie przypadki sa poprawne? Rozwazmy miejsce ¢, w ktorym sasiaduja dwie glowki zapalek.
Zauwazmy, ze na pozycji ¢ + 1 oraz ¢ — 1 musi znajdowaé sie co najmniej jedna gléwka zapatki. Jest tylko jedna
mozliwo$¢ ustawienia sasiednich zapatek w taki sposob. W zwiazku z tym kazda nastepna, sasiednia zapatka, ktéra
chcemy dotozyé, musi by¢ ustawiona w tym samym kierunku. To pokazuje, ze moze by¢ maksymalnie jedna para
zapaltek zwrdconych do siebie gléwkami.

Pozostaja przypadki, w ktérych nie ma zadnej takiej pary. Poprawne ustawienie otrzymujemy tylko wtedy, gdy
wszystkie zapalki sa ulozone w tym samym kierunku. Mozna przyjaé, ze w tym przypadku dwie glowki zapalek
sasiaduja na pozycji 0 albo n.

2 Rozwigzanie powolne

Pierwszym, narzucajacym sie rozwiazaniem moze by¢ rozwazenie wszystkich n + 1 przypadkdéw. Zakladamy, ze na
kolejnych pozycjach: 0,1,2,...,n sasiaduja dwie gtéwki zapalek, i w czasie liniowym obliczamy liczbe zapatek, ktore
musimy obréci¢, aby doprowadzi¢ do takiej sytuacji.

Zaimplementowanie takiego rozwiazania jest stosunkowo proste. Jesli rozwazamy i-ta pozycje, to pierwsze i za-
patek musi by¢ obrécone gltowka w prawo, a wszystkie nastepne w lewo. Wystarczy wiec zliczy¢ te zapalki, ktére sg
nieodpowiednio obrécone.

Przyktadowy pseudokod méglby wygladaé nastepujaco:

wczytaj(n, zapalkil[]l);
wynik := n;
for i := 0 to n do begin
ile := 0;
for j := 1 to i do
// zwiekszam, je$li zapatka jest obrécona w lewo
ile := ile + 1 - zapalkil[j];
for j := 1+ 1 ton do
// zwiekszam, je$li zapatka jest obrécona w prawo
ile := ile + zapalkil[j];

wynik := min(wynik, ile);
end;
wypisz (wynik) ;

Takie rozwiazanie jest niestety za wolne. Jego ztozonoéé wynosi O(n?), poniewaz dla kazdej pozycji sasiednich
glowek zapatek, szukamy liniowo liczby zapalek, ktore musimy obrocié. Zgodnie z treécia zadania, za takie rozwigzanie
mozna bylto uzyskaé 50% punktow.

3 Rozwigzanie wzorcowe

Zastanéwmy sig, jak dla pozycji ¢ odpowiedzie¢ szybko na pytania:

e ile z pierwszych i zapaltek jest obréconych w lewo?

e ile z ostatnich n — ¢ zapalek jest obréconych w prawo?
Jedli umielibySmy odpowiadaé¢ na takie pytania szybciej niz liniowo, to moglibySmy to wykorzysta¢ do zliczenia zle
obréconych zapalek, zamiast robié¢ to w brutalny sposéb jak powyzej.

Wygenerowanie takich odpowiedzi jest catkiem proste. Mozemy je obliczy¢ i zapamiegtaé zaraz po wezytaniu da-
nych. Wyznaczymy tzw. sumy czesciowe prefiksowe i sufiksowe.

W komorce pref [i] bedziemy pamietad, ile z ¢ pierwszych zapalek jest obréconych w lewo:

pref[0] := 0;
for i := 1 to n do
pref[i] := pref[i - 1] + 1 - zapalkil[il];
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W komorce suf [i + 1] bedziemy pamietad, ile z n — ¢ ostatnich zapatek jest obréconych w prawo:

suf[n + 1] := 0;
for i := n downto 1 do
suf [i] := suf[i + 1] + zapalki[i];

Majac wyliczone tablice pref [1 i suf [1, gléwne petle obliczajaca wynik mozemy zapisaé¢ nastepujaco:

for i := 0 to n do
wynik := min(wynik, pref[i] + suf[i + 1]);

Ztozonosé czasowa takiego rozwiazania wynosi O(n), gdyz dla kazdej pozycji sasiednich gléwek zapalek, w czasie

O(1) obliczamy liczbe zapalek, ktére musimy obrécié. Czas potrzebny na wyznaczenie tablic pref [1 i suf [] wynosi
réwniez O(n). Zlozono$é pamieciowa tego rozwiazania jest liniowa.
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Zadanie: MON ] II|

OLIMPIADA

Monety INFORMATYGZNA

GIMNAZJALISTOW

V OIG, etap II. Plik zr6dlowy mon.* Dostepna pamieé: 16 MB. 02.04.2011

Bajtazar jest niezwykle dumny ze swojej kolekcji rzadkich monet. Zbieral je przez wiele lat, dbajac o to, by
zadne dwie nie byly podobne. Obecnie ma n monet ponumerowanych w taki sposob, ze i-ta moneta ma rozmiar
doktadnie 1.

Jako ze kolekcja Bajtazara ostatnio powiekszyla sie, byl on zmuszony kupi¢ nowy klaser. Jest w nim
dokladnie n przegrod na monety, kazda o okreslonym rozmiarze. OczywiScie zadnej monety nie mozna wtozyé
do zbyt matej przegrody. Nic nie stoi jednak na przeszkodzie, by wlozy¢ ja do przegrody wigkszej.

Bajtazar zastanawia sie teraz, do ktérych przegréd wilozyé poszczegdlne monety. Po sprawdzeniu wielu
kombinacji zaintrygowato go réwniez pytanie, na ile sposobéw moze zapetni¢ klaser. Poniewaz liczba ta moze
byé bardzo duza, Bajtazarowi wystarczy jej reszta z dzielenia przez 10° 4+ 7. Napisz program, ktéry zaspokoi
jego ciekawo$é.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera jedna liczbe catkowita n (1 < n < 1000000). W nastepnym
wierszu znajduje sie n liczb catkowitych a; (1 < a; < n) pooddzielanych pojedynczymi odstepami. Liczba a;
oznacza, jakg najwieksza monete mozna wlozyé do i-tej przegrody.

Mozesz zalozyé, ze w testach wartych co najmniej 50% punktéw zachodzi dodatkowo warunek: n < 1000.

Wyjscie
Twdj program powinien wypisaé¢ na standardowe wyjécie jedna liczbe calkowita — reszte z dzielenia liczby

sposobéw zapelnienia klasera przez 10° + 7. Jeéli nie istnieje zaden sposéb zapelnienia klasera monetami,
prawidlowym wynikiem jest 0.

Przyktad

Dla danych wejsciowych:
4
4242

poprawnym wynikiem jest:
4
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Opracowanie: MON
Monety

1 Analiza problemu

Przypomnijmy, ze ciag a; (1 < ¢ < n) oznacza rozmiary przegréd na monety. Jako, ze monety Bajtazara maja
wielkosci doktadnie 1,2,...,n, zadanie sprowadza sie do obliczenia wszystkich kolejnoéci liczb 1,2,...,n, takich, ze
i-ta z kolei liczba jest mniejsza lub réwna a;.

2 Rozwigzanie brutalne

Najprostszym rozwigzaniem jest wygenerowanie wszystkich kolejnosci liczb 1,2, ..., n (czyli permutacji) i dla kazdej
z nich sprawdzenie powyzszego warunku. Niestety liczba permutacji zbioru zlozonego z n elementéw wynosi n!, czyli
1-2-...(n—1)n, co nawet dla niewielkich n moze byé¢ ogromna liczba (10! = 3628800, 15! = 1307674368000).
Mozna co prawda przerywaé obliczenia, jesli zauwazymy, ze ktéras nieréwnoé¢ nie jest spelniona i nie generowaé
wiecej permutacji, ale nawet takie rozwigzanie nie ma szans zmiesci¢ sie w limitach czasowych.

3 Rozwigzanie wzorcowe

Jak wida¢ musimy by¢ sprytniejsi. Najpierw zauwazmy, ze wynik nie zalezy od kolejnosci liczb a;. Dlaczego tak jest?
Jak juz powiedzieliSmy kolejnos¢ liczb 1,2, ..., n opisuje poprawne zapelnienie klasera wtedy i tylko wtedy gdy i-ta
z kolei liczba jest mniejsza lub réwna a;. Wyobrazmy sobie sytuacje, ze zamieniamy miedzy sobg pewne przegrodki,
ale wraz z nimi przesuwamy monety, ktére prébowaliSmy do nich wlozyé. Wtedy poprawne przyporzadkowanie
oczywiscie si¢ nie popsuje, a niepoprawne nadal pozostanie niepoprawne.

Skoro nie musimy dbaé¢ o kolejnoéé liczb a;, to mozemy przegladaé¢ je w najwygodniejszej kolejnosci czyli nie-
malejacej. Do najmniejszej przegrodki mozemy wlozyé oczywiscie a1 najmniejszych monet. Do drugiej przegrodki
zmiesci sie a monet, ale pamigtajmy, ze jedna juz zuzyliSémy, zatem pierwsze 2 przegrodki zapelnimy na aq(az — 1)
sposobow. Moze dalej bedzie podobnie?

Zalézmy, ze k — 1 pierwszych przegrodek jest juz zapelnione. Kazda niewykorzystang monete mniejszg lub réwna
ar mozemy wlozyé na k-te miejsce, a takich monet jest ar — k + 1. Dzigki temu otrzymujemy elegancki wzoér na
wynik: aq(az — 1)(ag — 2) -+ (ap, — n + 1). Zauwazmy, ze klasera nie da si¢ zapekié tylko wtedy, gdy ar < k dla
pewnego k. Zgadza sie to z naszym wzorem, bo kolejne czynniki moga zmniejszaé¢ sie¢ maksymalnie o 1 1 ar < k
pociaga pojawienie sie 0 w iloczynie.

Zanim zaczniemy pisa¢ rozwigzanie zwro¢my uwage na haczyk — jesli po prostu wymnozymy powyzsze n liczb,
mozemy wyjs¢ poza zakres liczb 64-bitowych! Aby tego uniknaé¢ mozemy po kazdym mnozeniu pamietaé tylko reszte
z dzielenia wyniku przez 10° + 7. Oto pseudokod powyzszego rozwiagzania (a modulo b oznacza reszte z dzielenia
liczby a przez b).

sort(all]...aln]);
wynik = 1;
dzielnik = 1 000 000 007;

for i := 1 to n do
wynik = (wynik * (a[i] - 1 + 1)) modulo dzielnik;

return wynik;

Przedstawiony algorytm dziala w czasie O(n) czyli liczba operacji jest proporcjonalna do n — o wiele szybciej niz
pierwszy pomyst. Nie wolno zapomnie¢ o czasie sortowania liczb a; — tu mozemy uzy¢ sortowania przez zliczanie,
ktére réwniez dziata w czasie O(n). Takie rozwiazanie mozna znalezé w plikach mon. cpp oraz mon.pas. Jesli uzyjemy
sortowania w czasie O(nlogn), otrzymamy rozwiazanie niewiele wolniejsze.

4 Rozwiagzanie alternatywne

Drugie rozwiazanie jest nieco trudniejsze do zrozumienia, ale rowniez jest ciekawe. Polega na odwréceniu sposobu
my$lenia. Ot6z zamiast zastanawiaé sie, ile monet mozemy wlozy¢ do jednego pojemnika, mozemy zliczaé, do ilu
pojemnikéw moze trafi¢ dana moneta. Oznaczmy przez F (k) liczbe sposobéw wlozenia & najmniejszych monet do k
najmniejszych przegrédek. Wynikiem dzialania programu bedzie oczywiscie F'(n). Aby jednak otrzymadé algorytm,
musimy znaleZé sposéb na obliczanie kolejnych wartosci F (k).

v.1.00 Monety



Najpierw posortujmy przegrédki niemalejaco, podobnie jak w poprzednim rozwiazaniu. Poczatek obliczania funk-
cji F jest prosty: F(1) = 1, poniewaz a1 > 1. Zalézmy, ze znamy F(k — 1). Jak wtedy policzy¢ F(k)? WlozyliSmy
k — 1 monet i musimy znalez¢ miejsce na monete wielkosci k. Mozliwych miejsc jest tyle, ile przegrodek wielkosci
co najmniej k wéréd pierwszych (czyli najmniejszych) k przegrodek — oznaczmy te liczbe przez by. Jedli by, = 0, to
widaé, ze sie nam nie powiedzie i mozemy przerwaé obliczenia. Zalézmy wiec, ze by > 0. A co zrobi¢ z moneta, ktéra
byta wczesniej na wybranym miejscu? Ma ona rozmiar mniejszy od k, wiec mozemy wstawi¢ ja w k-ta przegrodke
(tutaj korzystamy z tego, ze posortowaliSmy dane!).

Zatem z kazdej poprawnej permutacji pierwszych k— 1 monet otrzymujemy by poprawnych permutacji pierwszych
k monet. Trzeba tutaj pokazaé, ze w ten sposoéb nie stworzymy dwukrotnie tej samej permutacji, ale zostawiamy to
jakie latwe ¢wiczenie dla czytelnika. Daje nam to wzér F(k) = by F(k — 1) dla k > 1.

Zatem wynik to po prostu bs - b3 - - - b, — zgadza sie to z obserwacja, ze jesli ktores b; jest réwne 0 to nie uda nam
sie w zaden sposob wypelnié klasera.

Pozostaje kwestia wyznaczenia liczb b;. Niech ¢; oznacza pierwsza pozycje, na ktérej a., > i (pamigtajmy, ze ciag
a; jest posortowany niemalejaco). Zauwazmy, ze b; = i — ¢; + 1. Liczby ¢; mozna juz policzy¢ w bardzo prosty sposéb:

j =1
for i := 1 ton do
begin
while j <= a[i] do
begin
cljl := 1i;
jor= o1
end;
end;

W przypadku, kiedy liczby a[i] sa przechowywane w kubetkach, to obliczanie wartosci c[] jest jeszcze prostsze.
To rozwiazanie réwniez dziala w czasie O(n). Zaimplementowano je w plikach mon2. cpp oraz mon2.pas.

v.1.00 Monety



Zadanie: OBW 1 III

- OLIMPIADA
Obwarzanki T
V OIG, etap II. Plik zré6dlowy obw.* Dostepna pamieé: 32 MB. 02.04.2011

Witek wybral sie na jarmark. W mgnieniu oka zlokalizowal stoisko z najlepszymi obwarzankami. Nie za-
stanawiajac sie dlugo, kupil jedna porcje obwarzankéw. Warto wiedzie¢, ze Bajtockie obwarzanki sg zawsze
nawlekane na patyk, a nie na kétko, jak na wiekszosci naszych jarmarkéw. Obwarzanki mozna zdejmowaé
z lewego badZz prawego konca patyka. Kazdego obwarzanka charakteryzuja dwie wartosci: srednica zewnetrzna
(Z) i $rednica wewnetrzna (W). Jest to przedstawione na rysunku.

Gdy chcemy wyjaé pewien obwarzanek znajdujacy sie pomiedzy innymi obwarzankami, to mozemy spro-
bowaé przelozy¢ jednego obwarzanka przez drugiego. Uda nam si¢ to tylko wtedy, gdy $rednica wewnetrzna
ktoregos z tych dwbéch obwarzankdw jest nie mniejsza od Srednicy zewnetrznej drugiego z nich. W przeciwnym
wypadku musimy najpierw zdja¢ obwarzanka z lewej badz prawej strony.

Witkowi spodobal sie pewien obwarzanek i zastanawia si¢, ile minimalnie innych obwarzankéw bedzie
musial zdjaé, zanim dostanie sie do swojego wybranego.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera dwie liczby catkowite n oraz m (1 < m < n < 1000000),
oddzielone pojedynczym odstepem i oznaczajace odpowiednio liczbe obwarzankow znajdujacych sie na patyku
oraz numer obwarzanka (liczac od lewej strony), ktérego wybrat Witek.

W n nastepnych wierszach znajduja sie opisy kolejnych obwarzankéw nawleczonych na patyk, poczawszy
od lewej strony. Kazdy z tych wierszy zawiera dwie liczby calkowite w; oraz z; (1 < w; < z; < 1000000 000)
oddzielone pojedynczym odstepem, oznaczajace odpowiednio érednice wewnetrzng oraz $rednice zewnetrzng
i-tego obwarzanka.

Mozesz zalozy¢, ze w testach wartych co najmniej 35% punktéw zachodzi dodatkowy warunek: n < 20 000.

Wyjscie
Pierwszy i jedyny wiersz standardowego wyjscia powinien zawieraé¢ jedna liczbe calkowita réwna minimalnej

liczbie dodatkowych obwarzankéw, jakie powinien zdja¢ Witek, aby dostaé sie¢ do wybranego. W wyniku nie
nalezy uwzglednia¢ obwarzanka wybranego przez Witka.

Przyktad

Dla danych wejsciowych:
3
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poprawnym wynikiem jest:
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Opracowanie: OBW
Obwarzanki

1 Wstep

Pierwszym krokiem w rozwiazaniu zadania jest prosta obserwacja, ze jesli bedziemy probowali przesunaé¢ obwarzanek
w jedng ze stron, to nie obchodza nas obwarzanki wystepujace po drugiej stronie. W rozwiazaniu sprawdzamy, ile
wynosi minimalna liczba obwarzankow, ktére musimy zdjaé, przesuwajac wybrany obwarzanek oddzielnie w prawa
i w lewa stroneg, a nastepnie wybieramy minimum z tych wartosci. Od tej pory bez straty ogdlnosci zakladamy, ze
przesuwamy obwarzanek tylko w jedna strone.

2 Rozwigzanie powolne

Jak obliczy¢ liczbe obwarzankéw, ktére musimy zdjac? Zeby zdj a¢ wybrany obwarzanek z patyka musimy go przesunaé
do jednego z koncéw. Podczas pojedynczej proby przesuniecia moga zdarzyé sie dwie sytuacje:

e mozemy zamieni¢ miejscami dwa obwarzanki,

e wielkodci ich zewnetrznych i wewnetrznych srednic nie pozwalaja tego zrobié

W pierwszym przypadku, dosy¢ jasne jest, ze jesli mozemy przesunaé obwarzanek, to robimy to — tym samym
zmniejsza sie liczba przeszkéd na drodze obwarzanka.

Co powinnidmy zrobi¢ w drugim przypadku? Poniewaz nie mozemy zamieni¢ miejscami tych dwéch obwarzankow,
to musimy zdjacé je oba. W zwiazku z tym powigksza nam sie liczba obwarzankéw do zdjecia. Przyjmijmy wiec, ze
w kazdym momencie trzymaé¢ bedziemy liste obwarzankéw do zdjecia.

Rozpatrzmy teraz dowolny kolejny obwarzanek, ktéry napotykamy. Jezeli ma on takie rozmiary, ze kazdy z ob-
warzankéw juz znajdujacych sie na liScie mozna przez niego przelozyé, to nie ma problemu — moze on pozostaé
na patyku, a wiec nie dodajemy go do listy. Jezeli natomiast na licie obwarzankéw do zdjecia jest przynajmniej
jeden taki, ktérego nie mozna zamieni¢ miejscami z aktualnie rozpatrywanym, to niestety rozpatrywany obwarzanek
rowniez musi si¢ znalez¢ na liscie do usuniecia. Zauwazmy, ze kiedy skonczymy przegladanie patyka w ustalonym
kierunku, to rozwiazaniem zadania bedzie koncowa dlugos¢ listy obwarzankéw do usuniecia pomniejszona o 1.

Przyjrzyjmy sie pseudokodowi rozwiazania, liczacego liczbe obwarzankéw do zdjecia przy zalozeniu, ze przesu-
wamy obwarzanki w prawo (przesuwanie w lewo jest analogiczne):

wczytaj(n, m, obwarzanekl[]);
dlugosc := 1;
listal[dlugosc] := obwarzanek[m];
{ przegladamy wszystkich potencjalnych kandydatéw do zdjecia }
for i :=m + 1 to n do begin
czy_moge := true;
{ przegladamy wszystkie obwarzanki dodane do listy }
for k := 1 to dlugosc do begin
if (not moge_przelozyc(listal[k], obwarzanek[i])) then
czy_moge := false;
end
{ aktualizujemy liste, jesli potrzeba }
if (not czy_moge) then begin
dlugosc := dlugosc + 1;
lista[dlugosc] := obwarzanek[i];
end
end
wynik := dlugosc - 1;

Funkcja sprawdzajaca czy mozna zamieni¢ miejscami dwa obwarzanki:

bool moge_przelozyc(obwarzanek a, obwarzanek b)
return (a.wewnetrzna >= b.zewnetrzna or b.wewnetrzna >= a.zewnetrzna)

Zlozono$é takiego rozwiazania wynosi O(n?), poniewaz moze si¢ zdarzy¢, ze kazdy nowo napotkany obwarzanek
bedzie dodany do listy, a co wiecej zanim sie o tym dowiemy bedziemy musieli przejrze¢ wszystkie elementy listy.
Przy ograniczeniach z tresci zadania takie rozwiazanie jest zdecydowanie za wolne.
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3 Rozwigzanie wzorcowe

Okazuje sie, ze nie trzeba pamietaé calej listy obwarzankéw do zdjecia. Zamiast tego mozemy polaczyé je wszyst-
kie w jeden. Polega to na tym, ze jako zewnetrzna $rednice takiego ,zbiorczego” obwarzanka bierzemy najwicksza
z zewnetrznych Srednic, a jako wewnetrzna — najmniejsza z wewnetrznych érednic obwarzankow sktadowych. La-
two zauwazy¢, ze zbior obwarzankéw nie moze by¢ przetozony przez pewnego obwarzanka wtedy i tylko wtedy, gdy

obwarzanek powstaly przez sklejenie tego zbioru nie moze zostaé przez niego przetozony.
Przyktadowy pseudokod:

wczytaj(n, m, obwarzanekl[]);
wynik := 0;
zbiorczy_obwarzanek := obwarzanek[m];
{ przegladamy wszystkich potencjalnych kandydatéw do zdjecia }
for i :=m + 1 to n do begin
{ 2aczymy obwarzanki, jesli potrzeba }
if (not moge_przelozyc(zbiorczy_obwarzanek, obwarzanek[i])) then begin
wynik := wynik + 1;
zbiorczy_obwarzanek := polacz_obwarzanki(zbiorczy_obwarzanek, obwarzanek[i]);
end
end

Funkcja, ktéra taczy dwa obwarzanki w jeden:

obwarzanek polacz_obwarzanki(obwarzanek a, obwarzanek b) begin
obwarzanek zbiorczy;
zbiorczy.zewnetrzna = max(a.zewnetrzna, b.zewnetrzna);
zbiorczy.wewnetrzna = min(a.wewnetrzna, b.wewnetrzna);
return zbiorczy;

end

Zlozono$¢ czasowa takiego rozwiazania jest liniowa, poniewaz kazdy obwarzanek przejrzymy tylko jeden raz.
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Zadanie: PIO 1 II'

: INF?)IE:M:IT"“V%’;NA
P'Onek GIMNAZJALISTOW

V OIG, etap II, dzieh prébny. Plik Zrédlowy pio.* Dostepna pamiec¢: 64 MB. 02.04.2011

Rozwazmy nieskonczong (we wszystkich kierunkach) plansze o kwadratowych polach. Na tej planszy, na polu
o wsp6lrzednych (1, 1) stoi pionek. Pionek ten moze wykonywaé dwa typy ruchéw: polegajace na przesunieciu
sie o pewna ustalong liczbe pél w prawo badz w lewo oraz polegajace na przesunieciu sie o pewna ustalong
liczbe pél w gére badz w dol.

Przy takich ograniczeniach mozna zwykle dojs$¢ pionkiem tylko do niektérych pél planszy. Twoim zadaniem
jest okredli¢, ile spoérdd takich osiagalnych pél miesci sie w zadanym prostokatnym fragmencie planszy.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejscia znajduja sie dwie liczby catkowite n oraz m (1 < n,m < 200 000),
oddzielone pojedynczym odstepem i oznaczajace liczby ruchéw poziomych i pionowych, jakie moze wykonaé
pionek.

W drugim wierszu znajduja sie cztery liczby calkowite @1, y1, T2, y2 (—10° < 21,1, 22, y2 < 10%), pood-
dzielane pojedynczymi odstepami i oznaczajace odpowiednio wspélrzedne lewego dolnego i prawego gérnego
wierzcholka prostokatnego fragmentu planszy, w ktérym nalezy wyznaczy¢ liczbe pél osiagalnych. Przyjmu-
jemy, ze pole (z,y) nalezy do tego prostokata wtedy i tylko wtedy, gdy z1 < z < x2 oraz y1 < y < yo.

W kazdym z nastepnych n wierszy znajduje si¢ jedna liczba calkowita a; (1 < a; < 10'®) oznaczajaca liczbe
pol, o jakie pionek moze przesunaé si¢ w prawo lub w lewo, wykonujac i-ty poziomy ruch.

W kazdym z nastepnych m wierszy znajduje si¢ jedna liczba catkowita b; (1 < b; < 10'®) oznaczajaca
liczbe pdl, o jakie pionek moze przesunaé sie w gére lub w dét, wykonujac j-ty pionowy ruch.

Mozesz zalozy¢, ze w testach wartych co najmniej 40% punktéw zachodzi dodatkowy warunek: n, m < 1000
oraz xo — x1,Yy2 — y1 < 1000 000.

Wyjscie

Twoj program powinien wypisa¢ w pierwszym i jedynym wierszu standardowego wyjscia jedna liczbe catkowita
oznaczajacg liczbe pol w obrebie zadanego prostokatnego fragmentu planszy, do ktérych pionek moze si¢ dostac.

Przyktad

Dla danych wejsciowych:
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Opracowanie: PIO
Pionek

1 Przypadek jednowymiarowy

Zastanéwmy sie najpierw, jak wygladaloby zadanie w prostszym, jednowymiarowym przypadku. Wtedy pionek po-
ruszalby sie po jednowymiarowej, nieskonczonej osi, startowal z punktu 1 i w jednym ruchu moégt wykonywaé skoki
dlugosci aq, as, . .., a,. Nalezaloby wtedy obliczyé liczbe osiagalnych p6l w pewnym przedziale [z1, 22].

Aby uprosci¢ nasze rozwazania zalézmy, ze punktem poczatkowym jest 0, za$ przedzial, w ktérym szukamy
osiagalnych pdl to [z — 1,29 — 1]. Chwila zastanowienia pokazuje, ze wynik dla takiego sformulowania zadania jest
identyczny, jak dla oryginalnego.

Rozwazmy zbiér wszystkich pél osiagalnych przez pionka z pola 0. Kluczem do rozwiazania zadania jest zrozu-
mienie, jaka ma on posta¢. Okazuje sie bowiem, ze pola osiggalne tworzg bardzo regularny wzér na osi.

Jezeli n = 1, to zbiér X jest po prostu zbiorem wszystkich liczb calkowitych (takze ujemnych), podzielnych przez
liczbe a;. Aby je zaznaczyé na rysunku, nalezaloby zamalowaé wszystkie pozycje co a1 pdl, poczynajac od zera (idac
zaréwno w prawo jak i w lewo).

Trudniej jest, kiedy mamy do dyspozycji wiecej roznych ruchéw. Mozna je bowiem wykonywaé naprzemiennie
i kiedy patrzymy na pewne pole, weale nie wydaje sie jasne, czy mozna do niego dojéé, czy nie. Zeby nieco poskromié
te trudnos$é uprosémy zadanie jeszcze bardziej — rozwazmy przypadek n = 2. Warto najpierw poeksperymentowac
— wziaé pewne dwie liczby a1, a2 1 zaznaczac na osi pola osiagalne. Na przyklad dla liczb 4 i 6 okaze sie, ze osiaggalne
sa wszystkie liczby parzyste. Natomiast dla liczb 6 1 9 osiagalne sa wszystkie liczby podzielne przez 3.

Sprobujmy uogdlni¢ nasze spostrzezenia. Dosy¢ jasne wydaje sie, ze jezeli pewna liczba d dzieli zaréwno ag jak i ag,
to bedzie tez dzieli¢ numer kazdego osiagalnego pola, bo skoro kazdy skok jest na odleglos¢ bedaca wielokrotnoscia
d, to dowolna sekwencja krokéw przesunie pionek na odlegtosé rowniez bedaca wielokrotnoécia, d.

Zastanéwmy sie teraz, kiedy osiagalne beda wszystkie pola w odleglosci podzielnej przez d. Okazuje sie, ze wtedy,
kiedy d jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem ag i as. Zeby to uzasadni¢ posluzymy sie algorytmem Fuklidesa,
stuzacym do obliczania NWD dwoch liczb.

1.1 Algorytm Euklidesa
Algorytm Euklidesa wyglada nastepujaco:

function NWD(integer a, integer b) {
while (b > 0) {

a := a mod b;
zamien(a, b);
}
NWD := a;

}

Powyzszy pseudokod zaklada, ze argumenty a i b sa dodatnie, zas$ funkcja zamien(x, y) zamienia wartoéci zmien-
nych x oraz y. To jest klasyczna wersja algorytmu Euklidesa, ktéra dziala bardzo szybko (w czasie O(log(max(a, b))))
i ta wersja nalezy postugiwaé sie w implementacji. Latwiej jednak bedzie nam spojrzeé¢ na réwnowazng jej, chociaz
duzo wolniejsza wersje z odejmowaniem:

function NWD(integer a, integer b) {
while (b > 0) {
while (a > b)
a :=a - b;
zamien(a, b);
}
NWD := a;
}

Obie wersje algorytmu caly czas przechowuja dwie liczby a i b, ktore ciagle maleja, ale ich NWD pozostaje taki sam,
jak NWD oryginalnych argumentéw.

Przettumaczmy to na jezyk naszego zadania. Liczby a i b beda reprezentowaé mozliwe do wykonania skoki.
Chcielibysmy pokazaé, ze podczas dzialania algorytmu Euklidesa na tych dlugosciach skokéw, zbiér pdl osiagalnych
za ich pomoca pozostaje niezmienny. Wtedy wynikiem algorytmu bedzie jeden rodzaj skokéw, ktéry sam wystarcza
do osiagniecia doktadnie tego samego zbioru pél, co skoki a i b.
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Dlaczego w czasie algorytmu Euklidesa zbior pdl osiagalnych przez skoki a i b sie nie zmienia? Zauwazmy, ze
druga wersja algorytmu wykonuje tylko jeden rodzaj zmiany liczb a i b — mianowicie odjecie jednej liczby od drugie;j.
Wystarczy wiec pokazaé, ze zbiér pol osiagalnych przez skoki a i b jest taki sam jak zbiér punktéw osiagalnych przez
skoki @ i a — b. W tym celu wystarczy uzasadnié, ze skoki a i a — b sa osiagalne przez skoki a i b i odwrotnie. Skok
a — b jest osiagalny w oczywisty sposéb przez skoki a i b — najpierw skaczemy w prawo o a pdl a potem w lewo o b
pol. Aby zas osiagnac skok b przez skoki a i a — b, nalezy wykona¢ skok a — b w lewo a potem a w prawo.

Udowodnilismy wiec, ze zbidr pdl osiagalnych przez skoki a; i as jest taki sam, jak zbiér pél osiagalnych przez
skok NW D(a1, az). Niektérzy juz zapewne przeczuwaja, ku czemu zmierza to spostrzezenie . . .

1.2 Rozwigzanie na osi

Wtlasnie znalezliSmy sposéb na zmniejszenie liczby rodzajéw skokéw o jeden, zarazem jednak nie zmieniajac rozwia-
zania zadania! Powtarzajac te sztuczke, mozemy nastepnie kolejne pary skokéw zamienia¢ w jeden tak dlugo, az ze
zbioru {as, as, . .., a,} pozostanie nam juz tylko jeden skok. Bedzie on najwiekszym wspélnym dzielnikiem wszystkich
liczb a1, as9,...,an.

Tak wiec problem sprowadziliémy do przypadku n = 1, kiedy jedyna dlugoscia skoku jest a. Pozostaje kwestia
obliczenia liczby liczb podzielnych przez a w przedziale [x1 — 1, 22 — 1]. Mozna to zrobi¢ na rézne sposoby:

e Mozemy przejrze¢ wszystkie liczby catkowite w tym przedziale i dla kazdej sprawdzié, czy jest ona podzielna
przez a (czas O(xgy — x1)).

e Mozemy skonstruowaé wzoér, ktéry pozwoli obliczy¢ ja w czasie stalym. Niech p = 1 — 1,k = 22 — 1 beda
koncami przedzialu. Liczba wszystkich pél wewnatrz przedzialu to w = k—p+ 1. Potrzebna nam bedzie jeszcze
liczba tych pdl wewnatrz przedziatu, ktore sa za ostatnim osiagalnym polem w jego wnetrzu, czyli s = k mod a.
Trzeba tutaj pamiegtaé, ze k moze by¢ liczba ujemna i dlatego reszte z dzielenia jej przez a nalezy w jezyku
programowania zapisa¢ w nastepujacy sposéb: ((k mod a) + a) mod a, aby otrzymaé wlasciwy wynik.

W koncu od w mozemy odjaé s i otrzymany wynik podzieli¢ przez a zaokraglajac w dot. Otrzymana liczba jest
liczba osiagalnych pél wewnatrz przedziatu.

1.3 Zlozonosé

W zZadnej z powyzszych wersji rozwiazania przypadku jednowymiarowego nie wykorzystujemy dodatkowej pamieci,
wiec ich zlozonos$é pamieciowa jest stala (méwimy, ze algorytmy te dzialaja w miejscu). R6zna natomiast moze byé
ich zlozonos¢ czasowa.

Zakladamy, ze korzystamy z pierwszej wersji algorytmu Euklidesa, wiec jej zlozonosé czasowa bedzie wynosila
O (n - log(max(a;))). Osobna rzecza jest sposéb znalezienia liczby liczb podzielnych przez a w zadanym przedziale —
jego zlozonos¢ czasowa moze by¢ stala badz liniowa ze wzgledu na dlugoé¢ przedziatu. W przypadku limitéw danych
z zadania obliczanie jej za pomocg wzoru jest bardzo wazne.

2 Rozwigzania przypadku dwuwymiarowego

Poprzedni rozdzial pokazal, jak obliczy¢ wynik w przypadku jednowymiarowym. Okazuje si¢, ze nasze rozwazania
bardzo tatwo przenosza si¢ na oryginalna, dwuwymiarowa wersje zadania. Mozemy bowiem osobno dla osi pionowej
i poziomej znalez¢ najwieksze wspélne dzielniki dostepnych dtugosci skokéw:

a

b

NWD(ay,...,an)
NWD(by,...,by)

Nastepnie mozemy obliczy¢ ostateczny wynik na kilka sposobdw:

e Przej$é po wszystkich punktach kratowych (o wspéirzednych calkowitych) wewnatrz zadanego prostokata i dla
kazdego sprawdzié, czy jego wspdirzedne sa podzielne przez odpowiednio a i b;
e Obliczy¢ dla kazdej osi liczbe punktéw podzielnych odpowiednio przez a i b w odpowiednich przedziatach (czyli
[x1 — 1,29 — 1] dla osi poziomej oraz [y1 — 1, y2 — 1] dla osi pionowej) a nastepnie pomnozyé wyniki.
W drugim przypadku mozemy otrzymaé ztozono$é O(xa — 21 + y2 — y1) lub O(1). Oczywiscie rozwiazanie wzor-
cowe korzysta ze wzoru dajacego czas staly. Dzieki temu zlozono$¢ rozwigzania wzorcowego jest zdominowana przez
algorytm Euklidesa, a wiec wynosi O (n - log(max;(a;, b;))).
Uwaga! Poniewaz dlugoéci przedziatu sa rzedu 10°, to ostateczny wynik moze byé rzedu 10'8. Ponadto liczby a;
oraz b; réwniez moga by¢ rzedu 10*8. Konieczne jest wiec zastosowanie liczb 64-bitowych i rozwiazania nie korzystajace
z nich nie otrzymywalty maksymalnej liczby punktow.
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Bajtek obchodzi dzisiaj swoje urodziny. Zdmuchnatl juz wszystkie $wieczki z tortu urodzinowego oraz podzielit
go na (n + 1)? kawaltkéw. Niestety zrobit to w taki sposéb, ze niektére kawalki sa wieksze, a inne mniejsze od
pozostalych. Bajtek wybiera swoj kawalek jako pierwszy i chcialby wybra¢ k-ty pod wzgledem wielkosci, czyli
taki, ze k — 1 kawalkéw jest nie mniejszych od niego, a (n + 1)? — k kawalkéw jest nie wiekszych.

Wiemy, ze tort urodzinowy Bajtka ma ksztalt prostokata oraz ze Bajtek podzielit go n prostymi cieciami
wzdluz jednego z bokéw prostokata i m prostymi cigciami wzdluz drugiego z bokéw. Chcieliby$Smy znaé¢ po-
wierzchnie wybranego przez Bajtka kawaltka tortu.

Wejscie

W pierwszym wierszu standardowego wejsécia znajduja sie cztery liczby catkowite a, b, n oraz k pooddzielane
pojedynczymi odstepami (1 < a,b < 10% 0 < n < 200000, 1 < k < (n + 1)?), oznaczajace odpowiednio
dtugosci bokéw tortu, liczbe cigé wykonanych przez Bajtka w kazdym z kierunkéw oraz numer szukanego
kawalka.

Drugi wiersz zawiera ciag n liczb calkowitych x1,22,... 2, (0 < 21 < 23 < ... < z, < a), przy czym z;
oznacza miejsce i-tego ciecia wzdluz poziomego boku prostokata (jest to odleglosé od lewego boku prostokata).
Trzeci wiersz zawiera ciag n liczb catkowitych y1,92,...,yn (0 <91 < y2 < ... < yn, < D), przy czym y;

oznacza miejsce i-tego ciecia wzdluz pionowego boku prostokata (jest to odleglo$é od dolnego boku prostokata).
Mozesz zalozy¢é, ze w testach o wartos$ci co najmniej 40% punktéw zachodzi dodatkowy warunek: n < 1000.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz standardowego wyjsécia powinien zawiera¢ jedna liczbe catkowita, rowng powierzchni
k-tego pod wzgledem wielko$ci kawalka tortu.

Przyktad

Dla danych wejsciowych:

[ |
6723 = :
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[ |
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|
poprawnym wynikiem jest: I |
[ |
® A ] -
[ |
| |
0 1 3, 6
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Opracowanie: TOR
Tort

1 Rozwigzanie brutalne

Pierwszym, narzucajacym sie rozwigzaniem zadania, jest obliczenie powierzchni kazdego kawalka tortu, a nastepnie
wybranie k-tego w kolejnoéci. Znalezienie k-tego w kolejnosci elementu mozemy zrealizowaé poprzez posortowanie
wszystkich elementéw. Pseudokod takiego rozwiazania:

wczytaj(a, b, n, k, x[1, y[1);
x[0] := y[0] := 0;

x[n + 1] := a;
yln + 1] := b;
liczba := 0;
for k :=1 ton + 1 do
for i := 1 ton + 1 do begin
liczba := liczba + 1;

kawalki[liczbal := (x[k] - x[k-11) * (y[i] - y[i-11);
end
posortuj(kawalki[]);
wypisz(kawalki[k]);

Gléwnym problemem jaki powstaje przy takim podejéciu jest zlozono$é czasowa. Wszystkich kawalkow tortu
bedzie O(n?), wigc czas potrzebny na ich posortowanie to O(n?log(n?)).

2 Rozwigzanie wolne

Szukanie k-tego w kolejnosci elementu mozemy zrealizowac troche szybciej. Istnieje algorytm Hoare’a, ktéry znajduje
go w czasie liniowym wzgledem liczby wszystkich elementéw. Ztozonoéé spada wtedy do O(n?).

W algorytmie Hoare’a stosujemy podobna metode jak w sortowaniu Quicksort. Ciag wejéciowy dzielimy na 2 pod-
ciagi: elementéow mniejszych oraz elementéw wiekszych badz réwnych pewnemu elementowi. Nastepnie w zaleznosci
od liczebnosci wynikowych podciagéw wywolujemy rekurencyjnie funkcje dla odpowiedniego podciagu. Rekursje
powtarzamy tak dlugo, az w wyniku otrzymamy ciag o 1 elemencie.

O algorytmie Hoare’a mozna przeczytaé¢ w ksiazce ,,Algorytmy i struktury danych” L. Banachowskiego, K. Diksa
oraz W. Ryttera w rozdziale 2.8 (,,Szybkie algorytmy wyznaczania k-tego najwiekszego elementu w ciggu”).

3 Rozwigzanie wzorcowe

W rozwigzaniu wzorcowym zastosujemy troche inne podejscie, niz w poprzednich rozwiazaniach. Interesujacy nas
rozmiar kawatka tortu bedziemy wyszukiwaé binarnie po powierzchni. Wiadomo, ze szukana powierzchnia kawalka
bedzie z przedzialu od 1 do a - b, gdzie a - b to wielkos¢ calego tortu.

W kazdym kroku wyszukiwania dzielimy przedzial (po ktérym szukamy) na dwa. Wybieramy element srodkowy
s naszego przedziatu i w zaleznoéci od tego, ile kawalkéw tortu jest nie mniejszych od s, wybieramy przedzial lewy,
badz prawy do kolejnych iteracji. Poniewaz wielkos$¢ przedzialu zmniejsza sie za kazdym razem dwukrotnie, to liczba
wszystkich podzialéw bedzie rzedu O(log(ab)). Jedyne, co nam pozostaje, to znalezienie szybkiego sposobu obliczenia,
ile kawatkéw tortu jest nie mniejszych od s. Przyktadowy pseudokod:

poczatek :=1;
koniec := a * b;
{ wyszukujemy binarnie powierzchnie kawatka }
while (poczatek < koniec) begin
s := (poczatek + koniec + 1) / 2;
if (liczba_nie_mniejszych(s) >= k) then
poczatek := s;
else
koniec := s - 1;
end
wypisz(poczatek) ;
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3.1 Zliczanie kawalkow

Zauwazmy, ze jesli posortujemy dlugosci kawatkéw niemalejaco, to dla kazdej szerokosci mozemy za pomoca wy-
szukiwania binarnego znalez¢ liczbe kawaltkéw nie mniejszych od s. Tym sposobem obliczenie liczby kawalkéw nie
mniejszych od s kosztuje nas czas rzedu O(n - log(n)), a cale rozwiazanie ma zlozono$é O(n - log(n) - log(ab)).

Mozna to jednak zrobi¢ jeszcze szybciej. Posortujmy zaréwno dlugosci, jak i szerokosci niemalejaco. Teraz za-
czniemy szukaé liczby kawalkéw nie mniejszych od s, poczynajac od najmniejszych szerokosci.

Zalézmy, ze znamy liczbe kawalkow nie mniejszych od s dla pewnej szerokosci. Jak moze sie ona zmienié¢ dla
kawalkéw o wiekszej szerokosci? Moze sie tylko zwiekszyé, poniewaz wszystkie dlugosci kawatkéw sa takie same,
a zwiekszyliSmy szerokosé. W ten sposéb kazda dlugo$é i szerokosé sprawdzimy dokladnie jeden raz, wiec czas
wyszukiwania jest rzedu O(n - log(n)), ze wzgledu na sortowanie. Zlozonoéé calego rozwiazania to O(n - log(ab)),
poniewaz a -b > n. Pseudokod:

liczba_nie_mniejszych(s) begin

wynik := 0;

k := n;

{ przegladamy szerokosci od najmniejszych do najwiekszych }
for i := 0 to n do begin

{ znajdujemy liczbe kawatkéw, ktérych powierzchnia jest nie mniejsza od s }
while (k > 0 and szerokosc[i] * dlugosc[k-1] >= s)

k :=k - 1;
wynik := wynik + n - k;
end
liczba_nie_mniejszych := wynik;

end

Nalezy pamigtac, aby obliczy¢ wezesniej wszystkie szerokoéci i dhugosci kawatkow, zapisaé¢ w tablicach szerokosc[],
dlugosc[] oraz posortowaé je niemalejaco. Pozostawiamy to jako proste ¢wiczenie dla czytelnika.
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W szeregu ustawito sie n chtopcéow. Wielu z nich jest bra¢mi z tych samych rodzin. Z szeregu mozemy wyprosié¢
pewne osoby, dazac do tego, aby bracia z kazdego rodzenstwa stali obok siebie. Jednak osoby stojace w szeregu
sa bardzo solidarne ze swoimi braé¢mi — jezeli usunieta zostanie dowolna osoba, to wszyscy jej bracia obrazaja
sie i réwniez odchodza z szeregu.

Oblicz, jaka jest najwieksza liczba rodzenstw, ktére moga pozostaé¢ w szeregu w wyniku takich zmian, tak
aby bracia z kazdego pozostalego w szeregu rodzenstwa stali obok siebie. Uwaga: jedynak liczy si¢ jak cale
rodzenstwo!

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera jedna liczbe catkowita n (1 < n < 1000 000) oznaczajaca liczbe
0s6b ustawionych w szeregu. Drugi wiersz wejécia zawiera n liczb calkowitych iy, 1ls, ..., 1, (1 <1, < 1000000)
pooddzielanych pojedynczymi odstepami, przy czym [; oznacza numer rodzenstwa, do ktérego nalezy i-ty
chlopiec.

Mozesz zalozy¢, ze w testach wartych przynajmniej 50% punktéw zachodzi dodatkowy warunek n < 10 000.

Wyjscie

Pierwszy i jedyny wiersz standardowego wyjscia powinien zawieraé jedna liczbe calkowita réwna maksymalnej
liczbie rodzenstw, jakie moga pozostaé w szeregu.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
6 2
121232
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Opracowanie: BRA
Bracia

1 Wstep

Kluczowe w rozwiazaniu zadania jest spostrzezenie, ze zamiast oryginalnego szeregu mozemy, nie zmieniajac wyniku,
rozwazaé szereg, w ktérym znajduje sie jedynie pierwszy i ostatni z braci z kazdego rodzenstwa. Pozycje skrajnych
braci mozemy wyznaczy¢ liniowo podczas wezytywania danych w nastepujacy sposob:

procedure wczytaj_szereg;

begin
wczytaj(n) ;
for k := 1 to max_numer_rodzenstwa do poczatek[k] := 0;
for i := 1 to n do
begin
wezytaj(szereglil);
if poczatek[szereg[i]] = O then poczatek[szeregl[il] := i;
koniec[szeregl[i]] := i;
end;
end;

2 Rozwigzanie dynamiczne

W jaki sposéb wyznaczy¢ maksymalna liczbe rodzenstw, ktore moga pozostaé¢ w szeregu? Sprobujemy postuzy¢ sie
programowaniem dynamicznym.

Aby zredukowaé rozmiar problemu do mniejszego ciggu, dla ktérego odpowiedz mogliby$my mieé obliczong wcze-
$niej, przypatrzmy sie ostatniemu rodzenstwu w szeregu. Jezeli zaczyna sie ono na pozycji ¢ (a konczy sie na pozycji
n), to mozemy podjaé jedna z dwich decyzji:

e pozostawimy to rodzenstwo w szeregu — wtedy pozbawiamy sie mozliwosci wybrania rodzenstw, ktérych repre-
zentanci stoja na pozycjach [i +1,n — 1], a wiec pozostalych braci bedziemy mogli wybraé jedynie z rodzenistw,
ktérych ostatni reprezentanci znajduja sie na pozycjach [1,i — 1];

e wyprosimy ostatnie rodzenstwo — w tej sytuacji w szeregu beda mogly pozosta¢ rodzenstwa na pozycjach
[1,n—1].

Powyzszy schemat mozna wprost zapisa¢ w postaci nastepujacego programu dynamicznego:

wczytaj_szereg;

wynik[0] := 0; { dla pustego szeregu nie mozemy wybraé nikogo }
for i := 1 to n do
begin

wynik[i] := wynik[i-1];
if koniec[szereg[i]] = i then
wynik[i] := max(wynik[i], wynik[poczatek[szeregl[il]l-1]+1);
end;
wypisz (wynik[n]);

Ztozono$¢ takiego rozwigzania wynosi ©(n).

3 Rozwigzanie zachtanne

Okazuje sie, ze problem ten mozemy rozwigza¢ w bardziej bezposredni, mianowicie zachtanny, sposéb. Otdz rozwa-
zajmy rodzenstwa w kolejnosci rosnacych pozycji ostatnich reprezentantéw. Jezeli ostatni z braci poprzednio wybra-
nego rodzenstwa nie znajduje si¢ pomiedzy braé¢mi z rozwazanego rodzenstwa, to rodzenstwo to pozostaje w szeregu,
w przeciwnym przypadku zostaje z niego usuniete.

Dlaczego takie podejscie jest poprawne? Niech p,, k. beda odpowiednio pozycja pierwszego i ostatniego brata
z r-tego rodzenstwa. Niech 71,19, ...,%, bedzie maksymalnym uporzadkowanym wg rosnacych pozycji ciagiem ro-
dzenstw, ktére moga pozosta¢ w szeregu. Jezeli [; bedzie rodzenstwem, ktérego ostatnia pozycja jest najmniejsza, to
1,142,103, ...,%, tez jest dopuszczalnym zbiorem rodzenstw pozostawionych w szeregu, gdyz k;, < k;,. Analogicznie
postepujemy dla kolejnych rodzehstw otrzymujac ciag l1,1la, ..., l,. Zauwazmy, ze I; dla j = 2,...,w istnieje, gdyz
dobrym kandydatem jest %;.

Rozwiazanie wymaga rozwazania rodzenstw w kolejnosci rosnacych pozycji ostatnich reprezentantéw. Nie musimy
jednak sortowaé rodzenstw — ich kolejno$é mozemy odczytaé z tablicy koniec otrzymujac liniowy algorytm.
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wczytaj_szereg;

wynik := 0;
granica := 0;
for i := 1 to n do
begin
if (koniec[szeregl[il] = i) and (granica < poczatek[szereg[i]]) then
begin
wynik := wynik+1;
granica := 1i;
end;
end;
wypisz (wynik) ;

Ztozono$¢ rozwiazania to ©(n).
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Wyrazeniem nawiasowym nazwiemy niepusty ciag skladajacy sie z nawiaséw otwierajacych i zamykajacych.
Powiemy, ze wyrazenie nawiasowe jest poprawne, jezeli kazdy nawias otwierajacy mozna sparowaé z nawiasem
zamykajacym, wystepujacym po nim, tak aby ciag nawiaséw znajdujacych sie pomiedzy nimi réowniez byt
poprawnym ciagiem nawiasowym.

Na przyktad () ()) ) jest poprawnym wyrazeniem nawiasowym, ale ) (i () ( juz poprawne nie s3.

Bajtazar w swojej pracy naukowej skorzystal z programu wypisujacego pewne poprawne wyrazenie nawia-
sowe S, majace kluczowe znaczenie dla jego badan. Niestety, stlowo to zaginglo w gaszczu innych nawiasow,
ktére przez przypadek mogly byé¢ wypisane zaréwno przed nim, jak i po nim. Bajtazar otrzymat wiec stowo
nawiasowe, ktore zawiera w sobie jako spéjny fragment szukane stowo S, jednak nie wie, gdzie sie ono zaczyna
i gdzie konczy.

Zrozpaczony, poprosil Ciebie o pomoc w wyznaczeniu wszystkich mozliwych polozen poprawnych stow
nawiasowych w otrzymanym stowie. Ma bowiem nadzieje, ze jest ich niewiele . ..

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera jedna liczbe calkowita n (1 < n < 2000000), oznaczajaca
dlugosé stowa, ktore odcezytal Bajtazar. W drugim wierszu znajduje sie n nawiaséw (bez odstepéw) — jest to
odczytane stowo nawiasowe.

Mozesz zalozy¢, ze w testach wartych przynajmniej 50% punktéw zachodzi dodatkowy warunek n < 5000.

Wyjscie

Twdj program powinien wypisa¢ na standardowe wyjscie jedng liczbe catkowita oznaczajaca liczbe fragmentéw
odczytanego stowa, ktore sa poprawnymi stowami nawiasowymi.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
10 5
) (OHO O
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Opracowanie: NAW
Nawiasy

1 Wstep

Wyrazenia nawiasowe pojawiaja sie bardzo czesto w réznych kombinatorycznych zadaniach, totez warto wiedzied,
jak sie zabiera¢ do rozwigzywania problemdéw z nimi zwiazanych.

Otéz wygodniej jest mysle¢ o ciagach zlozonych z 1 1 -1, zamiast z nawiaséw. Niech 1 oznacza nawias otwierajacy,
za$ -1 zamykajacy. Wtedy ¢ + c2 + ... + ¢ oznacza gleboko$é zagniezdzenia za k-tym nawiasem.

Latwo zauwazy¢, wyrazenie cics . .. ¢, jest poprawne wtedy i tylko wtedy, gdy gleboko$é w zadnym miejscu nie
spada ponizej 0, za$ po n-tym nawiasie réwna sie 0.

Mozna to zapisaé wzorami:

Vickgn 1+ c2+ ...+ ¢ 20
ci+c+ ...+ ¢, =0

”

gdzie Vi<r<n 0znacza ,dla wszystkich k takich, ze 1 <k < n”.

2 Rozwigzanie szesScienne

Rozwigzanie brutalne polega na sprawdzeniu powyzszych nieréwnoéci dla kazdego z O(n?) podstéw. Ztozonosé cza-
sowa rozwiazania to O(n®) — dla kazdego podstowa musimy wykona¢ bowiem O(n) sprawdzen.

3 Rozwigzanie kwadratowe

Zauwazmy, ze jesli ¢ + cqr1 + ... + ¢ < 0, to wszystkie poprawne wyrazenia zaczynajace sie w a musza konczy¢ sie
przed b. Prowadzi to do nastepujacego rozwigzania dziatajacego w czasie O(n?).

Dla kazdego a rozpoczynamy sumowanie ciagu (¢;) od ¢,. Jedli w ktérym$ miejscu osiagniemy 0, to znaczy,
ze wladnie znalezliSmy kolejne poprawne wyrazenie i zwiekszamy wynik o 1. Jesli suma réwna sie —1, to przery-
wamy zliczanie, gdyz wiemy, ze wszystkie dalsze wyrazenia na prawo beda niepoprawne. Oto pseudokod powyzszego
rozwiazania, obliczajacy wynik dla tablicy nawiaséw ¢[1...n] :

wynik := 0;
for a := 1 to n do
begin

suma := 0;

i := a;

while i <= n and suma >= 0 do
begin
if t[i]l = *(C then
suma += 1;
else // t[i] = )’
suma —-= 1;

if suma = O then
wynik += 1;

i+=1;
end;
end;
wypisz (wynik) ;
3.1 Rozwiazanie wzorcowe

Powyzsze rozwiazanie dziala nadal zbyt wolno dla podanych limitéw na rozmiar danych, wiec postarajmy sie wykonaé
zliczanie jeszcze sprytniej.
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Poprawne wyrazenie nazwiemy minimalnym, jesli Vigr<n c1 +c2+...+cx > 0. Innymi stowy, glebokos¢ w srodku
wyrazenia minimalnego musi by¢ caly czas dodatnia.

Zauwazmy teraz, ze kazde poprawne wyrazenie jest konkatenacja (,sklejeniem”) kilku wyrazen minimalnych.
Podsuwa to pomyst, aby dla kazdego wyrazenia minimalnego c,cq+1 . . . ¢p sprawdzié, ile poprawnych wyrazen konczy
sie w a — 1. Oznaczmy te liczbe przez s. Wtedy bedziemy mogli doklei¢ kazde z nich z lewej do cqcq41 - - - Cp, dodaé
s+ 1 do wyniku i zapamietaé, ze w b kofczy sie s + 1 poprawnych wyrazen (+1 odpowiada samemu wyrazeniu
CaCat1 - - - b — bez doklejania czegokolwiek z lewej strony).

Przyklad: przeanalizujmy wyrazenie (() (())) ( znak po znaku. Niech g; oznacza gleboko$é po i-tym nawiasie,
a w; — liczba poprawnych wyrazen konczacych sie w i. Zaznaczone sa konce wyrazen minimalnych.

g1 =1w; =0
192 =2,wy =0
: g3 = 1, w3 = 1 konczy sie )
tgs=2,w4 =0
g5 =3, w5 =0

: g = 2, ws = 1 koticzy sie O
: g7 = 1, w7 = 2 koticzy sie ()
: gs = 0,wg = 1 konczy sie (O (0))

© 00 J O U = W N

299:1,11}9:0

Wynikiem dla tego przykladu jest 1 + 1 + 2 + 1 = 5. Zachecamy czytelnika do samodzielnego uogélnienia
powyzszej metody.

Niecierpliwym od razu przedstawiamy pseudokod korzystajacy ze stosu (czyli struktury danych pozwalajacej na
dodawanie elementéw na szczyt i zdejmowanie ze szczytu). Na zmiennej p bedziemy pamietaé kolejne wartosci w;. Na-
tomiast stos bedziemy wypelnia¢ w taki sposéb, aby w kazdym momencie, w ktérym przeczytaliSmy pewne wyrazenie
minimalne c;41¢i42 . .. ¢; na szczycie stosu znajdowala sie liczba w;. Oto pseudokod rozwigzania wzorcowego:

p := 0, wynik := 0;
stos := pusty stos;

for i =1 to n do
begin
if t[i] = > (’ then begin
stos.dodaj(p + 1);
p := 0;
end else begin
// tlil = )’
if not stos.pusty() then begin
p := stos.szczyt();
stos.zdejmij();

wynik += p;
end else begin
p := 0;
end
end
end.
wypisz (wynik) ;

Operacje na stosie mozna wykonaé¢ w czasie stalym (np. przez uzycie tablicy jako stosu), zatem caly algorytm
wykonuje O(n) operacji, co jest wynikiem optymalnym, ze wzgledu na koniecznos$é¢ wezytania calego stowa nawiaso-
wego.

Na koniec warto jeszcze zauwazy¢, ze wynik dla n = 2000 000 moze wykraczaé¢ poza typ liczb 32-bitowych. Na
przyktad dla stowa O OO ) O ... wynikiem jest %2 — 7 Na szczescie zadeklarowanie zmiennej wynik jako 64-bitowej
rozwigzuje ten problem.
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OIG, etap III. Plik zr6dlowy tam.* Dostepna pamieé: 64 MB. 20.05.2011

W Bajtocji zbudowano wielki zbiornik wodny. Podzielono go na pewna liczbe jednakowej dlugosci sektoréow.
Pomiedzy kazdymi dwoma sasiednimi sektorami znalazla sie tama o pewnej wysokosci. Tamy zbudowano takze
przed pierwszym oraz za ostatnim sektorem.

Obecnie poziom wody w calym zbiorniku jest taki sam. Poniewaz jednak zaczal pada¢ ulewny deszcz,
poziom wody zaczal szybko wzrasta¢. Krél Bajtocji chce wiedzied, ile czasu uplynie, zanim woda przeleje sie
przez pierwsza lub przez ostatnia tame, wskutek czego pewnikiem dojdzie do zalania Bajtocji. Obliczenie tego
utrudnia fakt, ze nad kazdym z sektoréow deszcz moze padaé z rézna intensywnoscia.

Poméz krélowi obliczy¢ czas, jaki pozostal do wylania sie wody poza zbiornik. Jezeli poziom wody jest réwny
dokladnie wysokosci tamy, woda jeszcze sie nie wylewa. Gdy cze$é zbiornika juz zalana woda jest ograniczona
z obu stron tamami tej samej wysokosci, woda przelewa sie z niej w obie strony rownie szybko.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera jedna liczbe catkowita n (1 < n < 500000), oznaczajaca liczbe
sektorow, na jakie podzielony jest zbiornik.

Drugi wiersz zawiera ciag n + 1 liczb catkowitych w; (1 < w; < 1000000) pooddzielanych pojedynczymi
odstepami, oznaczajacych wysokosci (ponad poczatkowy poziom wody) kolejnych tam.

Trzeci wiersz zawiera cigg n liczb catkowitych k; (1 < k; < 1000000) pooddzielanych pojedynczymi
odstepami, oznaczajacych, o ile pozioméw woda podnosi si¢ w i-tym sektorze w ciagu jednej sekundy.

Mozesz zalozy¢, ze w testach wartych przynajmniej 75% punktéw wysokosci tam sg parami rézne. Ponadto,
w czescl tych testow, wartych co najmniej 50% punktéw, zachodzi warunek n < 1000.

Wyjscie

Pierwszy wiersz standardowego wyjscia powinien zawieraé¢ jedna liczbe calkowita, bedaca najmniejszg liczba
calkowita nie mniejsza niz liczba sekund, po ktérych woda wyleje si¢ ze zbiornika.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: 6

=W

526 4
331
poprawnym wynikiem jest: 3 T T 7T

2 + 2 [
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Opracowanie: TAM
Tamy

1 Wprowadzenie

Mozemy o naszym zadaniu mys$le¢ nastepujaco: mamy dane podtuzne naczynie z poprzecznymi przegrodkami (ta-
mami), dzielacymi je na rzad sektor6w. Wysokosci tam moga (w prostszej wersji - musza) byé rézne. Do kazdego
sektora wplywa jednostajny strumien, ktéry podnosi poziom wody w tym sektorze o k; jednostek na sekunde. Naszym
zadaniem jest obliczenie czasu, po jakim woda wyleje sie z naczynia.

Zauwazmy, ze jezeli pomiedzy dwoma tamami (nazwijmy je zewnetrznymi) znajduja sie jedynie tamy od nich
nizsze, to mozemy je polaczy¢ w jedno naczynie. Aby woda wylala sie przez jedna z zewnetrznych tam, musi najpierw
osiagnac poziom réwny wysokosci jednej z nich. Wobec tego nie ma znaczenia, jakie wysokosci maja tamy wewnetrzne.

2 Rozwigzanie dla r6znych wysokosci tam

Uzyskujemy w ten sposéb ciag tam postaci ag, . . ., ak, - . ., ay, gdzie ag, . . ., a jest rosnacy, a ag, . . . , a, jest malejacy.
Zauwazmy, ze mozemy rozwazac te ciagi osobno, gdyz woda wczesniej wyleje sie z calego naczynia niz by przelala
sie przez najwyzszy punkt, ktérym jest wlasnie ay. Jezeli drugi z ciagéw (czyli ag,...,a,) odwrécimy, otrzymamy

dwa naczynia o rosnacych wysokosciach tam, zatem mogace wylaé tylko z lewej strony. Ostatecznym rozwigzaniem
bedzie mniejszy sposrdéd wynikéw dwoéch podproblemoéw. Dalej bedziemy rozwazaé wylacznie jedno z tych naczyn.
Zauwazmy, ze jezeli woda z sektora ¢ miataby wyla¢ si¢ z naczynia, to sektory 1...7 musialyby by¢ petne. Musi
przy tym zachodzié¢ nieréwnosé czas - 22:1 kj > Z;lej, gdzie p; to pojemnos¢ j-tego sektora. Zatem wystarczy
dla kolejnych wartosci ¢ obliczy¢ sume opadéw oraz pojemnos¢ w sektorach 1...4, aby z powyzszego wzoru obliczyé
doktadny czas, po jakim woda sie wyleje. Najmniejsza z tych wartosci bedzie wynikiem.
Rozwigzanie ma ztozonos$é czasowa ©(n).

3 Rozwigzanie wzorcowe

Rozwiazanie to jest symulacja przelewania wody, ktora ogranicza sie do zdarzen znaczacych, czyli przepelnien sekto-
row. Kiedy zaden z sektoréw sie nie przepelnia, to jedyna rzecza, jaka sie dzieje, jest zwiekszenie poziomu wody we
wszystkich sektorach. Jednak skoro opady sa jednostajne, tatwo przewidzie¢ moment przepelnienia kazdego sektora.
Zmiana tego momentu moze nastapi¢ jedynie na skutek przepelnienia ktéregos z sasiednich sektoréw. Jednak prze-
pelnienie sasiedniego sektora musiatloby nastapié¢ wczesniej, a w momencie jego przepelnienia obliczymy aktualny
poziom wody w rozwazanym sektorze, zas tempo jego wzrostu powiekszymy o wode sptywajaca z przepelnionego
sektora.

Rozwiazanie wzorcowe buduje kolejke priorytetowa zdarzen (przepelnien sektoréw), w ktérej trzymamy numery
sektoréw, ktore kolejno ulegna przepelnieniu, zakladajac, ze sasiadujace z nim sektory sie nie przepelnia. Oczywiscie
czas przepelnienia pierwszego sektora w kolejce nie moze ulec zmianie, gdyz zaden sektor nie moze wcze$niej ulec
przepelnieniu.

Po zdjeciu pierwszego elementu z kolejki rozwazamy nastepujace mozliwosci:

e jezeli woda przelewa si¢ z niego poza naczynie, to konczymy;

e w przeciwnym przypadku sprawdzamy, jak wylewajaca sie z niego woda wplynie na czasy przepelnien sasiednich

sektorow:

— jezeli sektor sasiadujacy jest przepelniony, to aktualizujemy poziom wody w sektorach, do ktérych sptywa
z niego woda (jego sasiadach) i laczymy go z rozwazanym sektorem,

— nastepnie zwiekszamy przyrost wody w sektorach sasiednich i aktualizujemy czasy przepelnienia sasiadéw
rozwazanego sektora oraz odpowiadajace im warto$ci w kolejce,

— jezeli sektor przepelnil si¢ w jednym kierunku, to mozemy go usunaé, gdyz woda, ktéra do niego wplynie
z sasiada, poptynie dalej.

Algorytm dla kazdego przepelnienia wykonuje logarytmiczna ilo§é operacji (obstuga kolejki priorytetowej), a kazdy
sektor moze ulec przepelnieniu tylko raz, wiec calo$¢ dziala w czasie ©(n - logn).
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V OIG, etap III. Plik zrédlowy tyg.* Dostepna pamieé: 32 MB. 20.05.2011

Bajtockie tygrysy to niezwykle zwierzeta, a ich nietypowe zwyczaje od zawsze fascynowaly zoologéw i mate-
matykéw. Ustalono niedawno, ze dzielg sie one na specyficzne gatunki. Tygrysa nazwiemy k-tygrysem, jesli
spotkawszy tygrysa mniejszego co najmniej k razy od siebie, zaatakuje go i zje, jednak nie odwazy sie tknaé
zadnego wiekszego tygrysa.

W bajtockim ZOO zyje n tygrysow. Niestety miejsce w ZOO jest ograniczone, dlatego tez dyrektor stwier-
dzil, ze trzeba tak przydzieli¢ zwierzeta do wybiegéw, aby zajaé ich jak najmniej. Oczywiscie nie mozna
przy tym dopudci¢, by jakikolwiek tygrys zostal pozarty. Dyrektor ma wyrazne problemy z zakwaterowaniem
tygryséw, zwrécil sie wiec do Ciebie po pomoc.

Wejscie

Pierwszy wiersz standardowego wejscia zawiera jedna liczbe catkowita n (1 < n < 500000) — liczbe tygryséw
w Z0OO. Kazdy z kolejnych n wierszy zawiera opis jednego tygrysa. Opis taki sktada sie z dwdch liczb calkowi-
tych r; oraz k; (1 < r; < 1000000000, 2 < k; < 1000000), oddzielonych pojedynczym odstepem. Oznaczaja
one, ze -ty tygrys jest k;-tygrysem i ma rozmiar r;.

Mozesz zatozyé, ze w przynajmniej 50% przypadkdéw testowych wystepuja jedynie 2-tygrysy.

Wyjscie

Twoj program powinien wypisa¢ na standardowe wyjscie dokladnie jedna liczbe calkowita — najmniejsza
liczbe wybiegow, do ktérych mozna bezpiecznie przydzieli¢ tygrysy.

Przyktad

Dla danych wejsciowych: poprawnym wynikiem jest:
5 2

8 3

10 2

15 2

18 2

28 3

Wyjasnienie do przykladu: W powyzszym przykladzie tygrysy o rozmiarach 28, 18, 15 moga wystepowac
na wybiegu number 1, za$ tygrysy o rozmiarach 10, 8 moga zosta¢ pokazane na wybiegu numer 2.
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Opracowanie: TYG
Tygrysy

1 Analiza problemu

Sprawdzenie wszystkich mozliwych przyporzadkowan tygrysow do wybiegéw mozna odrzuci¢ na samym poczatku —
ich liczba dla n = 500 000 bytaby ogromna. Lepiej poszukaé strategii, ktéra pozwolitaby nam przydzieli¢ zwierzeta do
wybiegéw w optymalny sposéb. Na poczatku dobrze jest rozwazyé najprostszy przypadek, w koncu ogdlna strategia
musi dawa¢ dobry wynik réwniez dla niego. Przyjmijmy zatem zalozenie, ze wszystkie tygrysy sa jednego gatunku,
tzn. sa 2-tygrysami.

1.1 Rozwigzanie prostego przypadku

Intuicyjnie wydaje sig, ze tygrysy o zblizonych rozmiarach powinny by¢ trzymane razem. Nasuwa sie zatem my$l, by
posortowaé je po rozmiarze. Sortowanie moze byé wykonane w czasie O(nlogn), wiec mozemy sobie na to pozwolié.
Zacznijmy od najmniejszego tygrysa (o rozmiarze r1) i przydzielmy mu pierwszy wybieg. Nic nie stoi na przeszkodzie,
zeby zamieszkaly z nim wszystkie tygrysy o rozmiarze r; < 2r;, lecz kazdy nastepny stanowilby juz zagrozenie dla
najmniejszego.

Mozemy powtarza¢ to rozumowanie, za kazdym razem wybierajac najmniejszego nieprzydzielonego tygrysa i do-
bierajac mu bezpieczne towarzystwo. Zastanéwmy sie teraz, czy obrana strategia daje na pewno minimalng liczbe
wybiegow.

Zalézmy, ze tak nie jest i istnieje inne, lepsze rozwiazanie. Niech m oznacza liczbe wybiegdéw otrzymana w po-
wyzszym algorytmie i niech 7,73 ...7,, oznaczajs rozmiary najmniejszych tygryséw w poszczegdlnych wybiegach.
Zauwazmy, ze r;+1 > 2r;, bo W przeciwnym razie oba tygrysy trafilyby do tego samego wybiegu. W lepszym rozwia-
zaniu wybiegdw jest mniej niz m, zatem pewne dwa sposrdd wyréznionych m tygrysow musialyby zamieszkaé razem.
Jest to oczywiscie niemozliwe, wiec lepsze rozwiazanie nie moze istniec.

2 Rozwigzanie wzorcowe

Postarajmy sie teraz zmodyfikowaé¢ powyzsza ideg, aby dzialala dla dowolnych gatunkéw. Checieliby$my umieé
szybko znajdowaé¢ maksymalne ,bezpieczne towarzystwo” dla najmniejszego bezdomnego tygrysa. Dla i-tego ty-
grysa oznaczmy g¢; = [7-] (la] to najwicksza liczba calkowita nie wigksza niz a). Jest to maksymalny rozmiar
tygrysa, ktéry nie moze czué sie bezpieczny przy i-tym. Wybierajac towarzyszy dla r1 musimy teraz upewnic¢ sie, ze
dla kazdego z nich g; < r1. Jak szybko znalez¢ takie zwierzeta?

Nic nie stoi na przeszkodzie, by pamigta¢ druga tablice tygrysow, posortowana wzgledem g. Oznaczamy ja tg[]
w odréznieniu od pierwszej tr[]. Schemat jest nastepujacy: znajdujemy najmniejszego nieprzydzielonego tygrysa
w tr[], przegladamy wolne tygrysy w tgl[] dopoki spetniona jest nieréwnos¢ g; < r1 i oznaczamy je jako zameldo-
wane, calo$¢ powtarzamy dopdki sa wolne tygrysy. Oto pseudokod rozwiazania:

for i := 1 ton do
begin
glil := rl[i] / k[il;
tr[i] := i;
tgli] := 1i;
bezdomny [i] := true;
end;

sortuj tr[] wzgledem r[il;
sortuj tgll] wzgledem gl[il;
j =1

wybiegi := 0;

for i := 1 to n do
if (bezdomny[tr[i]]) then
begin
inc(wybiegi);
while (j <= n) and (gltgljl] < rltr[ill) do
begin
bezdomny[tg[jl] := false;
inc(j);
end;
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end;
wypisz(wybiegi);

Dowdd poprawnosci algorytmu jest bardzo podobny do tego dla prostego przypadku. Rozwiazanie to mozna znalezé
w pliku tyg.cpp

3 Inne rozwigzania

3.1 Rozwiazanie alternatywne 1

Zastanéwmy sie, co by sie stalo, gdyby$my nie sortowali po g i po prostu przegladali tr [], przypisujac najmniejszemu
tygrysowi wszystkie az do pierwszego i takiego, ze mk; < r;. Okazuje sie, ze ...to rozwiazanie tez jest w pelni
poprawne! Kazdemu wybiegowi przydzieli tego samego najmniejszego tygrysa, co rozwiazanie wzorcowe, jedynie
przydzial reszty zwierzat moze by¢ inny. Choé rozwigzanie to jest prostsze w implementacji od wzorcowego, jego
poprawnos¢ jest o wiele mniej oczywista. Zaimplementowano je w tygl.cpp.

3.2 Rozwigzanie alternatywne 2

Tym razem przegladamy tr[] od najwigkszych do najmniejszych. Aby skonstruowaé pierwsza klatke idziemy po
kolei od najwiekszego tygrysa do coraz mniejszych, i dla kazdego z nich obliczajmy ¢g;. W kazdym momencie tej
iteracji pamietamy najwieksza sposrdd g; (jest to najwiekszy rozmiar tygrysa, ktéry zostalby pozarty w tej klatce)
i w momencie, gdy napotkamy pierwszego tygrysa mniejszego od utrzymywanego limitu, konczymy kompletowanie
pierwszej klatki i kontynuujemy algorytm w ten sam sposéb dla pozostalych tygryséw.

Poprawnoséé rozumowania wynika znéw z podobnego argumentu co wezesniej: zadne dwa tygrysy sposréd ,zaczy-
najacych” wybiegi nie moga mieszkaé razem. Kod tego rozwiazania umieszczono w pliku tyg2.cpp.

3.3 Rozwiazanie alternatywne 3

Co by sie stalo, gdybyémy w rozwiazaniu wzorcowym nie sortowali tygryséw, tylko wybierali najmniejszego bezdom-
nego osobnika, a potem jego towarzystwo zwyczajnie przegladajac wszystkie zwierzeta? Algorytm, cho¢ poprawny,
pewnie dzialalby zbyt wolno - w czasie O(mn), gdzie m to liczba zajetych wybiegéw. PomyS$lmy jednak jak duze
moze by¢ m. Niech rq1,ry...r, oznaczaja rozmiary najmniejszych tygrysow w poszczegdlnych wybiegach. r1k; < r;
ik; > 2, zatem kazdy kolejny z m tygrysow jest co najmniej 2 razy wiekszy od poprzedniego i 712" < 7y, co z kolei
prowadzi do m < logar,, < log210° < 30. Podane rozwigzanie dziata zatem prawie tak szybko, co wzorcowe.
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