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41. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz takie liczby calkowite a, b, Ze liczba a—b

jest podzielna przez n. Udowodnij, ze liczba a™ —b™ jest podzielna przez n?.

Rozwigzanie

Niech a, b beda danymi liczbami catkowitymi takimi, ze réznica a —b jest podzielna
przez n. Wéwcezas liczba k= (a—b)/n jest calkowita i zachodzi réwnosé a =b+k-n.

Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona, otrzymujemy

a=(b+k-n) =) (") ke () 2 k22 () B kB 3
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co konczy rozwiazanie zadania.

42. Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby calkowite n, Ze rownanie
2 2 2
x Y z
= 1
ol g+l ax1 " (1)

ma rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych x, y, z.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej ¢t zachodza réwnosci
t2 t—1)(t+1)+1 1
B Gt Ui s S S
t+1 t+1 t+1

Stad wniosek, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych z, y, z, lewa strona rownania (1)
jest catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy liczba

1 N 1 N 1
S+l oy+1 o z+1

jest catkowita.
Jednakze dla ¢ > 1 zachodza nieréwnosci

ktore prowadza do wniosku, ze

3
0<k<>.
PSS

W takim razie jedyna mozliwa catkowita wartoscia liczby k jest 1.
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Wystarczy wiec rozwiaza¢ w dodatnich liczbach catkowitych réwnanie
1 n 1 n r 1
r+1 y+1 =z+1
Przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze x <y < z. Wowczas
1 1 1 1

— <3 —
x—|—1+y—|—1+z—{—1 ST e+l

1 , (3)
skad x+1 <3, czyli x <2.

Jezeli =2, to prawa strona nier6wnosci (3) jest réwna 1, zatem nier6wnosé ta staje sie
rownoscia, co prowadzi do r=y=2=2.

Jesli natomiast x =1, to réwnanie (2) przyjmuje postaé

1 1 1

y+l a4l 2
Podobnie jak poprzednio, dostajemy
1 1 1 1

= <2-
2 y+1+z+1\‘ y+1’
skad y < 3. Pozostaje zauwazy¢, ze jesli y=3, to z=3, a jezeli y=2, to z=5. Z kolei y=1
prowadzi do réwnania

ktore nie ma rozwiazan.

Ostatecznie, przy zalozeniu x <y < z, otrzymujemy trzy rozwiazania (x,y, z) réwna-
nia (2):
(27 27 2)7 (]"37 3)’ (17 27 5)

Latwo obliczy¢, ze odpowiadajace im wartosci liczby n sa réwne 4, 5, 6.

Odpowiedz
Warunki zadania spelniaja liczby 4, 5, 6.

43. Dane sq takie punkty A, B, C, X, Y, Ze punkty A, B, C lezqg po tej samej stronie
prostej XY oraz zachodzg nastepujgce rownosci kqgtow:

JAXY =4YBX =4XYC,
IXYA=94BXY =3YCX.
Wykaz, Ze trojkgt ABC' jest podobny do trojkgta AXY .

Rozwigzanie
Rozwiazemy zadanie w sytuacji przedstawionej na rysunku 1,
gdy

IV AX < IXYV A< JAXY,

rys. 1

pozostate przypadki rozwigzuje sie podobnie.

7 réwnosci katow danych w zadaniu otrzymujemy podobienstwo trojkatéw AXY, Y BX
i XYC, a stad
AX YB BX YB BX XY BX

AY YX YX BX YX YC YC°
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Mamy réwniez
JAXB=9AXY —4BXY =9XY(C -4XYA=JAYC.

W takim razie tréjkaty X AB i Y AC sa podobne, w szczegdlnosci <X AB = Y AC. Wobec
tego uzyskujemy rownosci

IBAC = 4XAC -~ 4XAB=94XAC —4Y AC = 4 X AY.
Podobnie otrzymujemy podobienstwo trojkatow X BC'i Y BA oraz rownosé
JABC = 4XBY = JAXY.
Wykazali$my réwniez, ze SBAC = SXAY, wiec tréjkaty ABC i AXY sa podobne.

44. Dany jest czworoscian ABCD. Udowodnij, Ze krawedzie AB i CD sq prostopa-
dle wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki réwnoleglobok CDPQ, ze PA=PB=PD oraz

QA=QB=QC.

Rozwigzanie

Zalézmy, ze istnieje réwnolegtobok opisany w tresci zadania. Skoro PA = PB oraz
QA=QB, to punkty P i Q leza na ptaszczyznie symetralnej odcinka AB. W takim ra-
zie odcinki PQ i AB sg prostopadle. Odcinek C'D jest rownolegly do PQ, wiec réwniez jest
prostopadly do AB. To konczy dowdd jednej implikacji.

Zalézmy teraz, ze krawedzie AB i CD sa prostopadte. Rozpatrzmy prosta k przecho-
dzaca przez srodek okregu opisanego na tréjkacie ABD i prostopadla do ptaszczyzny ABD
— jest to zbiér punktéw X spelniajacych warunek X A= X B = X D. Podobnie niech pro-
sta [ przechodzi przez srodek okregu opisanego na trojkacie ABC i bedzie prostopadia
do ptaszczyzny ABC — jest to zbiér punktow Y spelniajacych warunek YA=YB=YC.
Obie te proste leza w plaszczyZnie symetralnej odcinka AB i nie sa réwnolegle (poniewaz
plaszczyzny ABD i ABC nie sa réwnolegle), wiec przecinaja sie w pewnym punkcie S.

Odcinek C'D jest prostopadty do AB, zatem jest rownolegly do ptaszczyzny symetralnej
odcinka AB. Poprowadzmy w tej ptaszczyznie prosta m, rownoleglta do C'D i majaca z pro-
stymi k i [ rézne punkty wspélne, odpowiednio P’ i Q'. W szczegdlnym przypadku, gdy
odcinek C'D jest rownoleglty do prostej k, przyjmujemy m =k, wowczas Q' =S, a P’ jest
dowolnym punktem na k réznym od S (jesli odcinek C'D jest réwnolegly do prostej I,
postepujemy analogicznie).

Niech punkty P i @ beda obrazami odpowiednio punktéw P’ i Q' w jednokladnosci
o srodku S' i skali s, gdzie s= —5—5,, jesli wektory CD i P@_; sa jednakowo skierowane,

lub s= Pc,—g, w przeciwnym przypadku.

Tak otrzymane punkty P i @ lezg odpowiednio na prostych kil (a wiec PA=PB=PD
oraz QA=QB=QC). Sprawdzimy, ze spelniaja rowniez pozostale warunki zadania. Odcinek
PQ jest réwnolegly do P'Q’, wiec réwniez do C'D (w szczegdlnosci odcinki CD i PQ leza
w jednej plaszczyznie). Znak skali jednoktadnosci zostal dobrany tak, by wektory CD i Cﬁﬁ

byty jednakowo skierowane. Mamy réwniez
CD

W takim razie czworokat C'DPQ jest réwnoleglobokiem, co daje teze.
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45. Ciocia ma 8 woreczkow z cukierkami. W kazdym woreczku znajduje sie nie mniej
niz 79 1 nie wiecej niz 97 cukierkow. Udowodnij, zZe ciocia moze obdarowac Stasia i Zosie
tak, aby kazde z dzieci dostato woreczki zawierajgce lgcznie takg samgq liczbe cukierkow.

Rozwigzanie
Rozwazmy wszystkie 3-elementowe podzbiory 8-elementowego zbioru woreczkow. Takich
podzbiorow jest
8 8-7-6
3] =391 56.
Woreczki wchodzace w sktad kazdego z tych podzbioréow zawieraja tacznie co najmniej
3-79 =237 cukierkéw i nie wiecej niz 3-97 =291 cukierkéw. Poniewaz liczb catkowitych
z zakresu od 237 do 291 jest 291 —237+1=55, a 3-elementowych podzbioréw zbioru worecz-
kéw jest 56, istnieja dwa 3-elementowe podzbiory zawierajace taka samag liczbe cukierkow.
W przypadku, gdy co najmniej jeden woreczek nalezy jednocze$nie do obu tych podzbiorow,
usuwamy z nich woreczki stanowiace ich cze$¢ wspélna. W ten sposob otrzymujemy dwa
niepuste roztaczne zbiory woreczkéw zawierajace tacznie tyle samo cukierkow.

Urszula Pastwa
Kierownik naukowy obozu
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