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36. Dla ktorych dodatnich liczb catkowitych n prawdziwe jest ponizsze twierdzenie?

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, x2, 3, ..., Tp, spetniajgcych nierownosé

Zx?+132x?<32xi+n2, (1)
i=1 i=1 i=1

zachodzi nieréwno$é

n n
62x§’+92x¢<4n+n2. (2)
i=1 i=1
Rozwigzanie
Udowodnimy najpierw, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n i dowolnych liczb
rzeczywistych xy, x9, 3, ..., T,, spelniajacych nier6wnoséé (1), prawdziwa jest staba wersja
nieréwnosci (2), a mianowicie
n n
62x§’+92xi<4n+n2. (3)
i=1 i=1

W tym celu zauwazmy, ze nieréwnos¢ (3) otrzymujemy z nieréwnosci (1) przez dodanie
do niej stronami nieréwnosci

=Y w6 af—13) af+9) ;< -3) zi+dn. )
i=1 i=1 i=1 =1

i=1
Nierownos¢ (4) mozemy przeksztalcié do réwnowaznych postaci:

n n n n
0<) a7 —6> a?+13> a7 —12) a;+4n,
i=1 1=1 i=1 =1

0< fj (2! 623 +1322 —122;+4),
=1

(Ki ((mi—l)z-(xi—2)2). (5)

Nier6wnos¢ (5) jest prawdziwa, gdyz suma kwadratéw liczb rzeczywistych jest nieujemna.
Zatem nier6wno$¢ (4) jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, za, z3, ..., T,
a w konsekwencji udowodnilismy, ze nieréwnosé (3) wynika z nieréwnosci (1).

Pozostaje zbadaé, kiedy, przy zalozeniu prawdziwosci (1), w nieréwnosci (3) zachodzi
réwnosé. Otéz ma to miejsce tylko wtedy, gdy obie nieréwnosci (1) oraz (5) sa réwnosciami.
Latwo wida¢, ze nieréwnosé (5) staje sie réwnoscia wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z liczb
X1, To, T3, ..., Tp, jest réwna 1 lub 2. Z kolei nieréwnosé (1) mozna przepisa¢ w postaci
n

(x? + 1322 — 3xi> <n?. (6)
=1

(3
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Zauwazmy, ze jezeli z; =1, to z} + 1327 —3z; =11, a jezeli x; =2, to x} + 1327 — 3z; = 62.
Jezeli wiec wsrod liczb xq, xa, x3, ..., T, jest k liczb réwnych 2 oraz n—k réwnych 1, to lewa
strona nieréwnosci (6) ma wartosé

k-62+(n—k)-11=11-n+51 k.

Nalezy zatem wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych istnieje
nieujemna liczba calkowita k < n, speliajgca réwnanie 11-n+51-k=n?, czyli

51-k=n-(n—11)

lub inaczej

ko n—11
—= : (7)
n 51

Wobec réwnosci (7), nieréwnosci 0 < k < n sa réwnowazne nieréwnos$ciom 0 <n—11 <51,

czyli 11 <n <62.

Szukamy wiec takich liczb n, ze 11 <n <62, a ponadto liczba n-(n—11) jest podzielna
przez 51. Liczba n-(n—11) jest podzielna przez 51 =3-17 w nastepujacych przypadkach:

1° Liczba n jest podzielna przez 51. To prowadzi do n=>51.

2° Liczba n—11 jest podzielna przez 51. To prowadzi do n =11 oraz n =62.

3° Liczba n jest podzielna przez 17, a liczba n—11 jest podzielna przez 3. To prowadzi
don=17.

4° Liczba n—11 jest podzielna przez 17, a liczba n jest podzielna przez 3. To prowadzi
do n=45.

Podsumujmy: dla dowolnego n i dowolnych liczb rzeczywistych x1, x2, x3, ..., T, z nie-
réwnosci (1) wynika nieré6wnosé (3), a przy tym réwno$¢ w (3) moze zajsé tylko dla pieciu
wartoéci n. Dla pozostalych n zachodzi ostra nier6wnosé (3), czyli (2).

Odpowiedz

Warunki zadania speiniaja wszystkie dodatnie liczby catkowite n za wyjatkiem naste-
pujacych pieciu liczb: 11, 17, 45, 51, 62.

37. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb calkowitych m, n liczba (3m)!-(3n)!
jest podzielna przez m!-n!-((m+n)!)°.

Rozwigzanie

Dla dowodu podanej w tresci zadania podzielnosci wystarczy wykazac, ze dowolna liczba
pierwsza p wchodzi do rozkladu liczby m!-n!- ((m+n)!)2 na czynniki pierwsze z wyktadni-
kiem nie wigkszym niz do rozkladu liczby (3m)!-(3n)!.

Skorzystamy z nastepujacego lematu, ktérego dowdd znajduje sie w rozwigzaniu zada-
nia 31 z Ligi OMG (seria VII, styczen 2013):

Lemat
Liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby N! z wyktadnikiem

)l [+l v

gdzie [z] oznacza najwigksza liczbe calkowita nie wieksza od liczby z.

Uwaga
Powyzsza suma jest skonczona, gdyz od pewnego miejsca wystepujace w niej sktadniki
sg réwne 0.
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Wobec powyzszego, w celu rozwigzania zadania nalezy udowodnié, ze dla dowolnej liczby
pierwszej p i dowolnych dodatnich liczb catkowitych m, n zachodzi nieréwnosé

BBl B BBl B R

3m 3m 3m 3n 3n 3n
< | — |+ S|t =TT || t|=|T| 3|t
p p p p p p
Wystarczy, jesli wykazemy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nie-

rownosé

[#]+ [yl +2- [z +y] < [3z]+[3y]. (8)
Niech s=x—[z]| oraz t=y—[y] beda czesciami utamkowymi odpowiednio liczb x i y. Wéwczas
0<s<1,0<t<1, aponadto

[2]+ [yl +2- [z +y] =[x+ [y +2- (2] + [y + [s+¢]) =3 [2] +3- [y +-2- [s +1]
oraz
[Bz]+[3y] =3 [z]+[3s] +3- [y] +[3t] .
Zatem dla dowodu nieréwnoéci (8) wystarczy wykazaé, ze
2-[s+1t] <[3s]+[3t]. 9)

Jezeli s+t <1, to lewa strona nieréwnosci (9) jest réwna 0, a prawa jest nieujemna, nieréw-

nos¢ ta jest wiec prawdziwa.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy s+t > 1. Z nieréwnosci s+t < 2 otrzymujemy
[s+1t] =1, skad wynika, ze lewa strona nieréwnosci (9) jest réwna 2. Bez szkody dla ogdl-
nosci rozumowania mozemy zalozyé¢, ze s >t. Jezeli s >2/3, to 2<3s <3, czyli [3s] =2.
Wtedy 2-[s+t]=[3s] i nieréwnos¢ (9) jest prawdziwa. Jesli zas s <2/3, to t > 1/3. Wéwczas
1/3<t<s<2/3 1w konsekwencji [3s] =[3t] =1, a zatem obie strony nieréwnosci (9) sa
réwne 2.

Tak wiec udowodniliSmy nieréwnosé (9), co konczy rozwiazanie zadania.

38. Rozstrzygnij, czy szescian o krawedzi 14 mozna wypetnié¢ prostopadtosciennymsi kloc-
kami o wymiarach 1 x1x8 oraz 1 x1x11.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze kwadrat o boku 14 moz-
na podzieli¢ na prostokaty 1x 8 (zblte)
oraz 1 x 11 (biale) jak na rysunku 1. To
oznacza, ze prostopadloscian 1 x 14 x 14
mozna wypelni¢ klockami 1 x 1 x 8 oraz
1 x1x11. Poniewaz szeScian o krawedzi
14 mozna podzieli¢ na 14 takich prosto-
padtoscianow, takze ten szeScian daje sie
wypelnié¢ opisanymi w zadaniu klockami.

rys. 1
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39. Rozstrzygnij, czy szeScian o krawedzi 15 mozna wypetnicé prostopadtosciennymi kloc-
kami o wymiarach 1 x1x8 oraz 1 x1x11.

Rozwigzanie
Udowodnimy, ze takie wypelnienie szescianu nie jest mozliwe.

Najpierw poszukamy 15-wyrazowego ciagu liczb (a1, ag, as, ..., a;5) 0 nastepujacych
wlasnosciach:
(a) suma dowolnych 8 kolejnych wyrazéw jest réwna 0,
(b) suma dowolnych 11 kolejnych wyrazéw jest réwna 0,
(c) suma wszystkich 15 wyrazéw jest rézna od 0.

Z wtasnosci (a) oraz (b) wynika, ze ciag jest okresowy o okresie 8 i jednoczeénie okresowy
o okresie 11. W konsekwencji

a; =ag, Ga2=4daig, az=aii, aq4=40az2, as=ai3, 0ag=0ai4, Ga7r=40ais

oraz
ay=ai2, daz=aiz, a3z3=4aiy4, Ga4=4ais,
co po uporzadkowaniu sprowadza si¢ do
a1 =a4=0a7=0a9 =0a12 =0a15, a2 =0a5=0aip=0a13, 03=0¢=0a11=0a14.
Nalezy zwréci¢ uwage, ze w powyzszych réwnosciach nie wystepuje wyraz as.
Po oznaczeniu aq, as, az, ag odpowiednio przez x, y, z, t, mozemy zapisaé¢ ciag w postaci
(,y, 2, x,y, 2,2, t, 2, Yy, 2, T, Y, 2, T).

Warunki (a), (b) i (¢) wygladaja wéwczas tak:
3r+2y+224+t=0
4x+3y+32+1t=0
6r+4y+4z+t+#0.
Odejmujac stronami pierwsza rownosé od drugiego i trzeciego warunku, otrzymujemy
(3042y+224+t=0

rT+y+z2=0

3x+2y+22#0.

Odjecie stronami podwojonej drugiej rownosci od pierwszego i trzeciego warunku prowa-
dzi do

z+t=0
r+y+z=0
x#0.
Jednym z wielu rozwiazan powyzszego uktadu jest x=1,t=—1, y=—1, 2=0, co daje ciag
(a1, ag, as, ..., a15)=(1,-1,0,1,-1,0,1, -1, 1, —-1,0, 1, —1, 0, 1)
o sumie wszystkich 15 wyrazéw réwnej 1.

Podzielmy teraz szeécian o krawedzi 15 na 153 szeScianéw jednostkowych. Polozenie
kazdego sze$cianu jednostkowego okreslamy trojka wspoélrzednych catkowitych z zakresu
od 1 do 15. SzeScianowi o wspélrzednych (i, j, k) przypiszmy iloczyn a;a;ar. Wowczas
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kazdy klocek o wymiarach 1x1x8 lub 1x1x 11 utozony tak, aby pokrywal odpowiednio
8 lub 11 szeSciandéw, pokrywa szeSciany o sumie przypisanych liczb réwnej 0. Wynika to
ze spostrzezenia, ze pokrywane przez klocek szeSciany maja na jednej wspotrzednej kolejne
liczby, podczas gdy na kazdej z pozostalych dwoch wspoélrzednych wszystkie szesciany po-
krywane przez ten klocek maja te sama liczbe. Przykladowo, dla klocka pokrywajacego
szeSciany jednostkowe o wspotrzednych

(1,4, k), (i, j+1, k), (i,7+2,k), (i,7+3, k), (i,j+4, k), (i,7+5,k), (i,5+6, k), (i,j+7, k),
suma liczb przypisanych tym sze$cianom jest réwna
;g +a;0j110k + 005120k + ;0430 + 0;05 4405 + Q;Q51 50 + Q051 60k + 005 1 70) =
=a;-(aj+a;11+aj4o2+a13+aj4a+0a45+aj46+a47) ap=a;-0-a,=0.

Tymczasem suma liczb przypisanych wszystkim 152 szeScianom jest réwna

15 15 15 15
ZZZazajak<Zaz>-<Zaj> <Zak> a1+a2+a3+ +a15) =13=1.
1=1j5=1k=1 j=1

Stad wniosek, ze niemozliwe jest wypelnienie sze$cianu o krawedzi 15 przy uzyciu klockéw
1x1x8oraz 1x1x11.

40. Proste PA i PB sq styczne do okregu o odpowiednio w punktach A i B. Punkt F
jest rzutem prostokgtnym punktu B na $rednice AE okregu o. Wykaz, zZe Srodek odcinka BF
lezy na prostej EP.

Rozwigzanie

Niech X bedzie punktem przeciecia prostych AP i BE. Poniewaz kat ABFE jest prosty
jako kat wpisany w okrag o oparty na $rednicy, to réwniez kat ABX jest prosty. Wiemy
tez, ze PA= PB, jako odcinki styczne do okregu o. Wobec tego punkt P lezy na przecieciu
przeciwprostokatnej X A tréjkata X AB i symetralnej jego boku AB, jest wiec srodkiem
okregu opisanego na tym tréjkacie. Stad punkt P jest réwniez Srodkiem odcinka X A.

Proste XA i BF' sg rownolegle, poniewaz obie sg prostopadte do prostej AE. Ponadto
punkt E jest punktem przeciecia prostych X B i AF. W takim razie istnieje jednoktadno$c¢
o srodku E, przeksztalcajaca odcinek X A na odcinek BF. Punkt P, jako $rodek odcinka
XA, przechodzi w tej jednokladnosci na srodek odcinka BF. Stad punkty E, P i $rodek
odcinka BF' sg wspoétliniowe jako, odpowiednio, $rodek jednoktadnosci, punkt i jego obraz.

Urszula Pastwa
Kierownik naukowy obozu
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