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31. Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej n liczba (3n)! jest podzielna
przez n!-(2n+1)!.

Rozwigzanie

Sposob 1

Lemat

Liczba pierwsza p wystepuje w rozktadzie na czynniki pierwsze liczby N! z wyktadnikiem

PR

gdzie [x] oznacza najwigksza liczbe catkowita nie wieksza od liczby x.

Uwaga
Powyzsza suma jest skonczona, gdyz od pewnego miejsca wystepujace w niej sktadniki
sa rowne 0.

Dowdd lematu

Policzmy najpierw, ile liczb sposréd 1,2,...,N jest podzielnych przez p. Sa to liczby
postaci k-p, gdzie k jest dodatnig liczba catkowita spetniajaca nieréwnosé k-p< N, czyli jedna
z liczb 1,2,..., [%} Zatem jest ich [%} Podobnie dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej [,

N
P’
nie ma). W celu wyznaczenia wykladnika czynnika p w rozkladzie na czynniki pierwsze N/,
musimy zliczy¢ liczby podzielne przez p, w tym dwukrotnie te podzielne przez p?, trzykrotnie

te podzielne przez p3 itd. Zatem szukany wykladnik wynosi [ﬂ} + [%} + [ﬂ} + [%} +...,

przez p' dzieli sie ] spoéréd liczb 1,2,..., N (w szczegélnosci, gdy p' > N, takich liczb

P P p3 P
co konczy dowdd lematu.

Przechodzimy do rozwiazania zadania.

Aby wykaza¢ podang w treéci zadania podzielnos¢, wystarczy wykazaé, ze dowolna liczba
pierwsza p wchodzi do rozkladu liczby n!-(2n+1)! na czynniki pierwsze z wykladnikiem nie
wiekszym niz do rozktadu liczby (3n)!.

Na mocy lematu, dla rozwiazania zadania wystarczy udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby
pierwszej p i dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi nieréwnosé

e g B < e

Wystarczy, jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej k> 2 prawdziwa jest nieréwno$é

i)+ F ] W

Podzielmy liczbe n przez k z reszta, otrzymujac n = kq+r, gdzie ¢ jest nieujemna liczba
catkowitg oraz 0 <r <k—1. Wtedy

n 2n—+1 2r+1 2r+1
] e [P s[5
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oraz
sl
k] k
Nier6wno$¢ (1) sprowadza sie wiec do nieréwnosci
2r+1 3r
< | = 2
)< F 2

Gdy r=0, obie strony powyzszej nierownosci sa zerami, poniewaz k> 2. Natomiast dla r > 1
nieréwnosé¢ (2) wynika bezposrednio z nieréwnosci 2r +1 < 3r.

Sposob 11
Przeksztalcamy iloraz danych w zadaniu liczb, korzystajac z wzoru na wspdlczynnik
dwumianowy:

(Bn)! Bn)!-@n+1-2n) (@Bn)!-(2n+1)  @Bn)!-2n
n!-(2n+1)! nl-2n+1)! nl-2n+1)! al-2n+1)!
(3n)! B (3n)!-2 B (3n> . < 3n >
n!-(2n)!  (n—1)! (2n+1)! n n—1/"
Poniewaz wspoélczynniki dwumianowe sa liczbami catkowitymi, powyzsza liczba jest catko-
wita, co z kolei jest rownowazne dowodzonej podzielnoéci.

32. Udowodnij, zZe istnieje nieskoriczenie wiele par nieujemnych liczb caltkowitych n, k,
gdzie n > k42, spelniajgcych zaleznosé

n n
5 (1) = ()
Rozwigzanie

Korzystajac ze wzoru na warto$¢ wspédteczynnika dwumianowego, zapisujemy dane row-

nanie w postaci
n! n!

S k) ) (n—h—2)"

co po uproszczeniu prowadzi kolejno do:

3 1
(n—k—1)-(n—k) (k+1)~(k+2)7
3- (k—l—l (k+ )=(n—k—1)-(n—k),
1 21
3. E—=—) —=
(G 4) "Ea)
3. <2k:+3 ) (2n—2k—1)%—1,
(2n—2k—1)*—3-(2k+3)?
Zadanie sprowadza sie wiec do znalezienia nieskonczenie wielu rozwigzan réwnania
x2_3y2:_2, (3)
w liczbach nieparzystych
x>3 oraz y=>3. (4)
Wystarczy woéwczas przyjaé
I y—3 x+14+2k z4+y—2
=2— oraz n= = .
2 ’ 2 2
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Zauwazmy, ze dowolne liczby catkowite z, y spelniajace réwnanie (3) sa tej samej pa-
rzystosci. Nie moga byé jednak obie parzyste, gdyz wtedy lewa strona réwnania (3) bylaby
podzielna przez 4 i nie mogtaby by¢ réwna —2. Zatem wszystkie rozwigzania tego rownania
to rozwiazania w liczbach nieparzystych.

Wzorujac si¢ na przyktadzie 2 z dodatku tematycznego Ligi OMG Opowiesci o indukcyi
oraz na rozwiazaniu zadania 28 z Ligi OMG (seria VI, grudzien 2012), szukamy rozwiazan
(x,y) rownania (3) okreslonych wzorem

x+y\/§=<a+b\/§>-(c+d\/§>i,

gdzie ¢ jest dodatnia liczba calkowita, a niezerowe liczby catkowite a, b, ¢, d sa tak dobrane,
aby
a?—3b0>=—-2 oraz *—3d*=1.

Zauwazmy, ze rozwigzaniem réwnania (3) jest para (z,y)=(1,1), nie spelnia ona jednak
nieréwnosci (4). Te obserwacje prowadza do réwnosci

(1+v3)-(1-v3) =-2.

Mozna zatem przyja¢ a=b=1.
Rozwazajac réwnanie ¢ —3d? = 1, znajdujemy rozwigzanie (c,d) = (2,1), co mozna wy-

razi¢ jako
(2+v8)-(2-v3)=1.

Niech teraz dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej ¢ liczby x; oraz y; beda takimi
dodatnim liczbami catkowitymi, ze

xi+y¢\/§=(1+\/§)-(2+\/§)i.
Wowezas zachodzi r6wnosé
5= (15) (25
skad
22— 3y? = (2 +9:V3) - (2 —1:V/3) = (1+\/§)-(2+\/§)i- (1-v3)- (2—\/§)i:
= (1+v3) - (1-v3) - ((2+V3)- (2—\/5))i:—2~1i:—2,

a zatem para liczb (z,y) = (x;,y;) spelnia réwnanie (3). Pozostaje udowodni¢ warunek (4).
Poniewaz dla kazdej dodatniej liczby catkowitej ¢ zachodzi rownosé

Tit1 +Yi1V3= (CUz +y¢\/§) : (2+\/§> ;

liczby z;, y; spelniaja réwnania rekurencyjne
Tip1=2w;+3y; oraz Y1 =2+ 2y;. (5)

Para (x,y) = (z1,y1) = (5,3) spelnia nier6wnosci (4), a z rekurencji (5) wynika, ze ciagi (z;)
oraz (y;) sa rosnace.

Tym samym wykazaliémy istnienie nieskonczenie wielu par liczb (n,k) speliajacych
warunki zadania.
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Uwagi

Trzy najmniejsze pary liczb (n,k) otrzymane metoda zaprezentowang w rozwiazaniu to
(3,0), (14,4) oraz (55,19).

Mozna udowodnié, ze skonstruowane pary (n,k) to wszystkie rozwiazania zagadnienia
podanego w tresci zadania.

33. Szesciokqt wypukly ABCDEF spelnia nastepujgce warunki: BD=CFE, DF =FA,
FB=AC. Wykaz, Ze symetralne bokow BC, DE, F A przecinajg sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Lemat 1.

Kazda izometria plaszczyzny jest przesunieciem, symetrig z poslizgiem (czyli zlozeniem
symetrii z przesunieciem o wektor réwnolegly do osi symetrii) lub obrotem.

Dowdd lematu 1 mozna znalezé¢ w ksigzce H.S.M. Coxetera ,Wstep do geometrii dawnej
i nowej”.

Lemat 2.

Niech Y bedzie obrazem punktu X przy przeksztalceniu bedacym zlozeniem symetrii
wzgledem osi k z przesunieciem o wektor v rownolegly do prostej k. Wéwczas srodek odcinka
XY nalezy do prostej k.

Dowad lematu 2.

Niech Z bedzie obrazem punktu X w symetrii wzgledem prostej k. Woéwczas srodek
odcinka X Z nalezy do k. Odcinek taczacy srodki odcinkéw XZ i XY jest rownoleglty do
odcinka ZY, wiec réwniez do wektora v i w konsekwencji takze do prostej k. W takim razie
srodek odcinka XY tez nalezy do prostej k, co konczy dowdd lematu 2.

Przechodzimy do rozwiazania zadania.

7 danych w zadaniu réwnosci odcinkow wynika, ze tréjkaty BDF i CE A sa przystajace.
W takim razie istnieje izometria, przeksztatcajaca punkty B, D, F' odpowiednio na punkty
C, E, A. Z lematu 1 wiemy, ze izometria ta jest przesunieciem, symetrig z poslizgiem lub
obrotem.

Przypusémy, ze jest to przesuniecie. Odcinki BC, DE i F'A sa wtedy réownolegle do
wektora przesunigcia. Poniewaz w sze$ciokacie boki BC' i D E nie moga zawierac si¢ w jednej
prostej, wiec z ich rownoleglosci oraz wypuklosci katow szesciokata wynika, ze suma katow
wewnetrznych przy wierzchotkach C'i D wynosi 180°. Podobnie dowodzimy, ze sumy katow
przy wierzchotkach E i F oraz A i B wynosza po 180°. Otrzymalismy sprzecznos$é z faktem,
ze suma wszystkich katéw w szedciokacie wynosi 720°.

Przypusémy teraz, ze rozwazana izometria jest symetria z poslizgiem. Oznaczmy Srodki
odcinkéw BC', DFE i F'A odpowiednio przez K, L i M. Z lematu 2 otrzymujemy, ze punkty
K, L i M leza na jednej prostej. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjacé, ze punkt L nalezy
do odcinka K M. 7Z wypuktosci szeSciokata wiemy, ze wnetrze odcinka K M zawiera si¢ we
wnetrzu szesciokata. W takim razie punkt L lezy we wnetrzu sze$ciokata, co jest niemozliwe.

Rozwazana izometria jest wiec obrotem wokoét pewnego punktu O. Skoro punkt C' jest
obrazem punktu B przy tym obrocie, to spetniona jest rownos¢ OB = OC. Stad wynika,
ze symetralna odcinka BC' przechodzi przez punkt O. Podobnie, symetralne odcinkow DFE
i F'A przechodza przez punkt O, co konczy dowdd.
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34. Dany jest czworo$cian ABCD. Punkty A’, B" i C' lezq odpowiednio na krawedziach
AD, BD i CD. Odcinki BC" i CB’ przecinajqg sie w punkcie K, odcinki CA" i AC' —
w punkcie L, natomiast odcinki AB' i BA" — w punkcie M. Udowodnij, ze proste AK, BL
it CM majq punkt wspolny.

Rozwigzanie

Proste AK i BL leza w plaszczyznie ABC’ i nie sg rownolegle, zatem majg punkt
wspélny S. Zauwazmy, ze punkt S lezy w plaszczyznie ACB’, gdyz nalezy do niej cala
prosta AK. Analogicznie stwierdzamy, ze punkt S lezy w plaszczyznie BC'A’.

Skoro punkty S, M i C naleza do obu tych plaszczyzn, to naleza do prostej, wzdiuz
ktérej te dwie plaszczyzny sie przecinaja, sa wiec wspétliniowe. Stad proste AK, BL i CM
przecinaja sie w punkcie S.

35. Udowodnij, zZe istnieje nieskonczenie wiele czworek dodatnich liczb catkowitych
a, b, ¢, d spelniajgcych rownanie

a*+ b+ =a*
oraz warunek NWD(a, b, ¢, d)=1.

Rozwigzanie
Przyjmijmy a=n—1 oraz d=n+1. Wowczas

d*—a* =8n+8n.

Przy tym NWD(a, d) =1, o ile n jest liczba parzysta.

Podstawiajac n =2 .m* otrzymujemy 8n = (2m)*, mozemy wiec przyjaé b=2m.

Pozostaje dobrac liczbe m tak, aby

A0 g3 — 9126 132
Po podstawieniu m = 2P - k9, powyzsze rownanie przyjmuje postac
50 = 9126 (9p. kq)132 _ 9126+132p 1132
Wystaczy tak wybraé p oraz q, aby wyktadniki 1264-132p oraz 132q byly podzielne przez 50.
Od razu widzimy, ze powyzszy warunek jest spelniony przez ¢ =25, natomiast wobec
1264132p=3-(42+44p)=6-(—4—3p) (mod 50)

liczba spelniajaca nasz warunek jest p=7.
To prowadzi do

=921 1,66
Poniewaz m =27 - k?°, otrzymujemy b= 2%- k2. Ponadto
n— o4l 44 o4l (27 ) k25)44 — 9414744 12544 _ 9349 11100
skad
q=2349 L1100 _ Lo §—9349 ;1100 4 g

Poniewaz podane wyzej wzory dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k okreslaja rozwia-
zanie (a,b,c,d) danego w treéci zadania réwnania, udowodniliémy, ze rozwiazan tych jest

nieskonczenie wiele.
Urszula Pastwa
Kierownik naukowy obozu
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