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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Wyznacz wszystkie pary (a,b) liczb caltkowitych spetniajacych warunki
a<b<2013 oraz a-+b=4020.

Szkic rozwigzania

Poniewaz a+b=4020, wiec a=4020—0b. Korzystajac z nieréwnosci a < b, otrzymujemy
4020 —b < b. Stad wynika, ze 4020 < 2b, czyli 2010 < b.

Wobec tego 2010<b< 2013, a poniewaz liczba b jest catkowita, wiec b=2011 lub b=2012.
Wstawiajac uzyskane wartosci b do réwnosci a = 4020 — b, dostajemy kolejno a = 2009 lub
a=2008.

Pozostaje sprawdzié¢, ze obie otrzymane pary (a,b) = (2009,2011) i (a,b) = (2008,2012)
spelniaja warunki zadania.

2. Czy istnieje taki trojkat ostrokatny, w ktéorym diugosci wszystkich bokow i wszyst-
kich wysokosci sa liczbami catkowitymi? OdpowiedZ uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Taki trojkat istnieje. Pokazemy, jak go skonstruowac.

Rozwazmy tréjkat prostokatny M BC, ktérego przyprostokatne BM i CM maja od-
powiednio dlugosci 15 i 20. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze BC' =25. Niech A bedzie
punktem symetrycznym do punktu B wzgledem prostej C' M.

Wykazemy, ze trojkat ABC' spelnia warunki zadania.

Dtugosci bokéw trojkata ABC' sa liczbami catkowitymi. Rowniez dlugos$é wysokosci
CM jest liczba catkowita. Poniewaz tréjkat ABC jest réwnoramienny (AC = BC'), wiec
pozostate dwie wysokosci tego tréjkata sa rowne. Oznaczmy je przez h. Obliczajac na dwa
sposoby pole S tréjkata ABC, uzyskujemy

AB-CM BC-h AB-CM  30-20
Ty P g sad h=rpem = =

Pozostaje uzasadnié¢, ze trojkat ABC jest ostrokatny. Poniewaz tréjkat M BC' jest pro-
stokatny, wiec SCBM <90°, a zatem katy CBA i CAB sa ostre. Ponadto, przyprostokatna
BM tréjkata M BC jest krétsza od przyprostokatnej C M. Wobec tego SBCM < SCBM,
skad wynika, ze SBCM < 45°, czyli YACB =2-4BCM < 90°.

24.

3. Wykaz, ze jedli liczby a i b sa dodatnie i mniejsze od 1, to
a-Vb+bvVa+1>3ab.

Szkic rozwigzania

Dodatnia liczba b spelnia nieréwnoéé b < 1. Wobec tego vb > b, a zatem a-v/b > ab.
Analogicznie otrzymujemy b-v/a > ab. Ponadto, skoro obie liczby a, b sa dodatnie i mniejsze
od 1, wiec 1> ab. Stad ostatecznie uzyskujemy

a-vVb+bva+1>ab+ab+ab=3ab,

co nalezalo wykazac.
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4. Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pomalowaé¢ na pewien kolor w taki sposéb, aby
kazda prosta byta jednokolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba
koloréw, ktérych mozna uzy¢ do pomalowania punktow tej ptaszczyzny? Odpowiedz uza-
sadnij.

Szkic rozwigzania

Wykazemy, ze najwieksza mozliwa liczba koloréw, ktérych mozna uzy¢ do pomalowania
punktéw tej plaszezyzny, jest réwna 3.

Przypusémy, ze ptaszczyzne mozna pomalowaé przy uzyciu czterech kolorow w taki
sposob, aby kazda prosta byla jednokolorowa lub dwukolorowa. Wybierzmy cztery punkty
réznych koloréow: C' — czerwony, Z — zielony, N — niebieski oraz P — pomaranczowy.

Mozliwe sg dwa przypadki.

(1) Proste CZ i NP nie sa réwnolegle. Oznaczmy przez X punkt ich przeciecia. Wowczas,
skoro punkt X lezy na prostej C'Z, to musi on by¢ albo czerwony, albo zielony. Z drugiej
strony, punkt X lezy na prostej N P, wiec jest on albo niebieski, albo pomaranczowy.
Jednak obu tych warunkéw pogodzié sie nie da.

(2) Proste CZ i NP sa réwnolegle. Wéwcezas punkty C, Z, N, P sa wierzchotkami trapezu.
Przyjmijmy, dla ustalenia uwagi, ze przekatnymi tego trapezu sa proste CN i ZP
oraz oznaczmy przez X punkt przeciecia tych przekatnych. Rozumujac jak poprzednio,
stwierdzamy, ze skoro punkt X lezy na prostej C'N, to jest on koloru czerwonego lub
niebieskiego. Z drugiej strony, punkt X lezy na prostej ZP, wiec jest on zielony lub
pomaranczowy. Te dwa warunki jednak nie moga by¢ spelnione jednoczesnie.

Sprzecznos¢ otrzymana w obu przypadkach dowodzi, ze nie mozna pomalowaé punktéw
plaszczyzny czterema kolorami w zadany sposob.

Wskazemy teraz pokolorowanie punktéw ptaszczyzny trzema kolorami, aby kazda pro-
sta byta jednokolorowa lub dwukolorowa.

Rozwazmy punkt A i prosta k, przechodzaca przez ten punkt. Punkt A pomalujmy na
czerwono, wszystkie inne punkty prostej k na zielono, a pozostate punkty plaszczyzny na
niebiesko. Kazda prosta zawiera woéwczas punkty jednego lub dwéch koloréw.

5. Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych (p,q), dla ktérych liczba p? +pg+q? jest
kwadratem liczby calkowitej.

Szkic rozwigzania
Rozwazmy najpierw przypadek p > q. Niech a bedzie taka nieujemna liczba catkowita,
ze p? +pq+q® =a®. Woéwczas

(p+q)*—a*=pq, czyli (p+q+a)(p+q—a)=pq.
Poniewaz liczby p i q sa pierwsze oraz p+q+a > p+q—a, wiec

{p+q+a=p b {p+q+a=pq
ptg—a=q p+q—a=1.
Pierwszy z powyzszych ukladéw nie moze by¢ spelniony, gdyz p+q+a > p.

7 kolei dodajac stronami réwnania drugiego uktadu, uzyskujemy 2p+2q—1=pq, co po
przeksztalceniach przybiera postaé¢ (p—2)(¢—2)=3. Liczby p—2 i ¢—2 sa nieujemne oraz
p—2>q—2. Stad wniosek, ze p—2=3, ¢g—2=1, czyli p=>5, ¢=3. Pozostaje sprawdzi¢, ze
otrzymana para (p,q) = (5,3) spelnia warunki zadania.

Analogicznie dla p < ¢ uzyskujemy pare (p,q) = (3,5), ktéra takze spelnia warunki za-
dania.
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