Obé6z Naukowy Olimpiady

. s e s Tt
Matematycznej Gimnazjalistow Bl 3
o -m H-g
Liga zadaniowa 2012/2013 E.mmnlE
. ., . . , AlE:-E: -
Seria III (wrzesien 2012) — rozwiazania zadan Olesaro... €

www.omg.edu.pl

11. Lech, Czech v Rus konkurujg o reke krolewny. Krol usypat na srodku komnaty stos
ztoZony z 2012 dukatow 1 nakazal konkurentom kolejno dzieli¢ stosy dukatéow na mniejsze,
jednak przesqdny krol zabronil dzieli¢ stosow ztozonych z 13 dukatow. W jednym posunieciu
konkurent wybiera wiec dowolny stos zawierajgcy co nagmniej 2 dukaty, ale niezawierajgcy
doktadnie 13 dukatow i dzieli go dowolnie na dwa niepuste stosy. Swoje posuniecia konku-
renci wykonujq cyklicznie: Lech, Czech, Rus, Lech, Czech, Rus,...

Krol obiecat reke krolewny temu, kto jako ostatni dokona podziatu stosu dukatow.

Czy ktorys z konkurentow moze zapewnic¢ sobie reke krolewny niezaleznie od posuniecé
pozostatych konkurentow? Jezeli tak, to ktory i jak powinien on postepowaé w trakcie roz-
grywki?

Rozwigzanie

W koncowej pozycji, kiedy nie mozna juz dokonaé¢ podziatu zadnego stosu zgodnie z na-
rzuconymi przez kréla regutami, kazdy stos zawiera jednego dukata lub 13 dukatéw. Niech
n bedzie liczba stosow zawierajacych 13 dukatow. Wéwcezas pozostatych 2012—13n dukatow
lezy na stosach ztozonych z jednej monety. Zatem taczna liczba stoséw jest réwna

n+ (2012 —13n) = 2012 — 12n.

Poniewaz kazdy ruch zwicksza liczbe stosow o 1, a na poczatku rozgrywki byl jeden stos,
liczba posunie¢ wykonanych przez konkurentéw jest réwna

2012—12n—1=2011—-12n=1 (mod 3).
Stad wynika, ze ostatni ruch wykonal ten sam konkurent, ktory rozpoczat gre, czyli Lech.

OdpowiedZ
Reka krélewny przypadnie Lechowi niezaleznie od przebiegu rozgrywki.

12. Wyznacz wszystkie czworki kolejnych liczb catkowitych dodatnich, dla ktorych pier-
wiastek kwadratowy iloczynu ma na prerwszym miejscu po przecinku cyfre parzystq.

Rozwigzanie
Niech n bedzie najmniejszg z czworki liczb. Zauwazmy, ze wowczas

n(n+3)=n*+3n=(n*+3n+1)—1
oraz
(n+1)(n+2)=n*+3n+2=(n*+3n+1)+1.
Stad wynika, ze
n(n+1)(n+2)(n+3)=(n*+3n+1)*—1.
Dla n =1 iloczyn czterech kolejnych liczb jest réwny 24. Mamy wéwczas
4,8=1/23,04 < V24 </24,01=4,9,

skad wynika, ze pierwiastek kwadratowy tego iloczynu ma po przecinku cyfre 8.
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Niech N =n?+43n+1. Woéwczas dla n>2 mamy N >11. W takim razie zachodza naste-
pujace nierownosci:

1 N 1 11 1
N——=4/N?2——+ —</N2——+—=/N2-219</N2—-1<VN2=N.
10 \/ 5+100 \/ ) +100 < <

Skoro n(n+1)(n+2)(n+3)= N2 -1, to pierwiastek kwadratowy tego iloczynu ma po prze-
cinku cyfre 9.

OdpowiedZ
Jedyna czworka liczb spelniajaca warunki zadania jest czwérka (1,2,3,4).

13. Dana jest liczba pierwsza p oraz zbior ztoZony z p—1 réznych liczb catkowitych
dodatnich niepodzielnych przez p.

Udowodnij, ze z tego zbioru mozna wybraé niepusty podzbior liczb o iloczynie dajgcym
przy dzieleniu przez p reszte 1.

Rozwigzanie
Niech nq, no, ns, ..., np,—1 bedag danymi liczbami. Rozwazmy p iloczynow

Pk:n1~n2~n3~...‘nk

dla k=0,1,2,3,...,p—1, przy czym przyjmujemy, ze FPy=1.

Poniewaz liczby n1, na, ns, ..., np—1 sg niepodzielne przez liczb¢ pierwsza p, iloczyny F;
rowniez sa niepodzielne przez p. Kazdy z tych iloczynéw przy dzieleniu przez p daje wiec
jedna z p—1 niezerowych reszt, a zatem na mocy zasady szufladkowej Dirichleta, pewne dwa
iloczyny daja przy dzieleniu przez p taka samg reszte. Niech P; oraz Pj, gdzie ¢ < j, beda
tymi iloczynami. Wéwczas

P,=P; (mod p),

czyli
Pi EPZ Ti41  Mj42 M43+ .- 125

Zatem iloczyn
Pi' (ni+1 T2 M43 ... Ty —1)

jest podzielny przez p. Skoro pierwszy czynnik powyzszego iloczynu nie jest podzielny
przez p, to przez p dzieli si¢ drugi czynnik, a to oznacza, ze iloczyn n;y1-nj42-ni43-...- N
przy dzieleniu przez p daje reszte 1. To konczy rozwiazanie zadania.

14. Kule wy, ws i ws o promieniach odpowiednio 3, 4 i 12 sq¢ parami styczne zewnetrznie.
Pewna plaszczyzna jest styczna do kuli wy w punkcie A, do kuli wy — w punkcie B i do kuli
w3 — w punkcie C. Oblicz miary kgtow trojkgta ABC.

Rozwigzanie

Niech Oy, Os i O3 beda odpowiednio $rodkami kul wy, wy i wo.

Odcinki O A oraz O3B sa prostopadte do plaszczyzny stycznej, zatem w szczegdlnosci
odcinki te sa rownolegle. W takim razie czworokat O1 ABO5 jest trapezem prostokatnym,
w ktérym OlA = 3, 02B :4, 0102 = 01A+OQB =T.

Niech O1H bedzie wysokoscia tego trapezu opuszczong na podstawe OoB. Wowczas
z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

AB?=0,H?= 0,03 —05H? = (03B+0,A)> = (03B—-0,A)*=4-0,B -0, A=48.
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W analogiczny sposéb otrzymujemy BC? =4-0,B-030 =192 oraz CA?=4-05C-01 A=144.
W takim razie mamy AB?+CA? = BC?, wicc trojkat ABC jest tréjkatem prostokatnym
o kacie prostym przy wierzchotku A. Mamy réwniez BC? =4AB?, wiecc BC =2AB. W takim
razie trojkat ABC stanowi polowe tréjkata réwnobocznego i wobec tego jego katy wynosza
30°, 60° i 90°.

Odpowiedz

Miary katéw trojkata ABC wynosza 30°, 60° 1 90°.

15. Okrgg o, wpisany w trojkgt ABC, jest styczny do bokéw AC i AB odpowiednio
w punktach F i S. Punkt O jest Srodkiem okregu o, a punkt E jest symetryczny do punktu S
wzgledem punktu A. Wykaz, Ze proste EF 1 AO sq réwnolegle.

Rozwigzanie

Poniewaz zachodza réwnoséci AF = AS = AFE, to odcinek ES jest srednicg okregu opisa-
nego na tréjkacie ESF. W takim razie SSEF = %<ISAF.

Punkt O jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, wiec lezy on na dwusiecz-
nej kata przy wierzchotku A tréjkata ABC. Wobec tego 4S540 = %%ESAF = JSEF. Stad
wniosek, ze proste FF i AO sa rownolegle.

@ Urszula Pastwa
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