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16. Dla danej liczby naturalnej n rozwazamy wszystkie sumy postaci
l-ay-b1+2-a2-bo+3-a3-b3+4-a4-by+...+n-a, by,
gdzie (a1, az, as, ..., a,) oraz (by, ba, bs, ..., by) s¢ permutacjami ciggu (1,2,3, ..., n).
Udowodnij, Ze najwieksza z tych sum jest kwadratem liczby naturalnej.

Rozwigzanie
Niech (a1, as, as, ..., ay) oraz (by, ba, bs, ..., b,) beda permutacjami ciagu (1,2, 3, ..., n),
dla ktorych dana w zadaniu suma jest najwigksza.

Rozwazmy nastepujace przypadki:
1° Istnieje takie i, ze 1 <7 <n oraz
a; > ai+1, bi>bipq.
Wéwcezas
i°a;-bi+(i+1) aip1-bip1 =1 (ai-bi+aip1-biv1) +aiv1-bip1 <
<i-(a;-bi+aip1-big1)+a;-bi=1i-a;41-bip1+(i+1)-a;-b;,
co oznacza, ze zamiana a; z a;+1 oraz b; z b; 11 prowadzi do sumy o wiekszej wartosci. Zatem
permutacja realizujaca najwieksza warto$¢ sumy nie moze wystapi¢ w tym przypadku.
2° Istnieje takie 7, ze 1 <i<n oraz
a; <@i+1, bi>bip1.
Wéwcezas
i-a; b+ (i+1) a1 -bipr =i-a;- (bi+biy1) +((I+1)- a1 —i-a;) b1 <
<i-a;-(bi+bit1)+((1+1)-aip1—1-a;)-bi=i-a; bigt1+(i+1)-a41-bi,
skad wniosek, ze zamiana b; z b;;1 prowadzi do sumy o wiekszej wartosci. Tak wiec permu-
tacja realizujaca najwigksza wartos¢ sumy nie moze wystapi¢ w tym przypadku.
3° Istnieje takie 7, ze 1 <i<n oraz
a; >ai+1, bi<biyi.
Ten przypadek jest analogiczny do przypadku 2° — wystarczy zamieni¢ rolami a oraz b.

Najwigksza suma jest wiec otrzymywana w ostatnim przypadku:
4° Nie zachodzi zaden z powyzszych przypadkéw, czyli dla kazdego ¢ spelniajacego
nier6wnosé¢ 1 <¢ <n zachodzi

a; < Qi41 oraz b; < bi+1.
Oznacza to, ze aj=j oraz bj=j dla j=1,2,3,...,n.
Zatem najwigksza mozliwa warto$¢ danej w zadaniu sumy jest rowna
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Uwaga

Powyzsze rozumowanie jest w istocie dowodem szczegdlnego przypadku twierdzenia
o ciggach jednakowo monotonicznych. Mozna wiec zastapi¢ je powolaniem sie¢ na to twier-
dzenie.

Wykazemy, ze powyzsza suma jest rowna

(n-(r;+1)>2

Liczba w nawiasie jest calkowita, poniewaz jedna z liczb n, n+1 jest parzysta. W ten sposob
zakonczymy rozwigzanie zadania.
Zauwazmy, ze

(n-(n+1)>2_<(n—1)-n>2 n?-((n+1)%—(n—1)?) n2-i471)_ 5
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czego nalezato dowiesé.

17. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, vy, istnieje taka liczba
catkowita dodatnia n < 1000000, zZe kazda z liczb nx oraz ny ma w zapisie dziesietnym na
trzech pierwszych miejscach po przecinku same dziewigtki lub same zera.

Rozwigzanie

Kazdej z liczb catkowitych dodatnich n < 1000000 przypiszmy pare liczb trzycyfrowych
(dopuszczamy zera na poczatku zapisu liczby) utworzonych z trzech cyfr po przecinku wy-
stepujacych w liczbach nx oraz ny.

Poniewaz takich par jest 1000000, musi zaj$¢ co najmniej jeden z ponizszych przypadkow:

1° Pewnej liczbie n przypisalismy pare (000, 000). Oznacza to, ze kazda z liczb nx oraz
ny ma po przecinku trzy zera.

2° Zadnej z liczb nie przypisaliémy pary (000, 000). Woéwczas kazdej z miliona liczb
przypisaliémy jedna z pozostalych 999999 par. Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze
pewnym dwom liczbom, niech beda to p<q, przypisaliémy te sama pare liczb trzycyfrowych.
Skoro liczby px i gr maja po przecinku taka sama tréjke cyfr, ich réznica (¢ —p)x ma po
przecinku trzy zera lub trzy dziewigtki. Identyczne rozumowanie prowadzi do wniosku, ze
takze liczba (¢—p)y ma po przecinku trzy zera lub trzy dziewiatki. Zatem warunki zadania
sa spelnione przez liczbe n=q—p.
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18. Rozwazamy wszystkie mozliwe podzialy prostokgta 77 X 75 na kwadraty 1 X1, 2x 2
1 5% 5. Wyznacz nagmniejszq liczbe kwadratow 1x 1, jaka moze pojawié sie w takim podziale.

Rozwigzanie

Pokolorujmy prostokat w zoétto-niebieska szachownice o polach wymiaru 1x 2,5 jak na
rys. 1, gdzie zamiast prostokata 77 x 75 przedstawiono jego prawy dolny fragment o wymia-
rach 27 x 25.

rys. 1

Wéwezas kazdy kwadrat o wymiarach 2 x 2 lub 5 x 5, umieszczony na wyjéciowej sza-
chownicy 77 x 75, pokrywa tyle samo pola zéltego, co niebieskiego (patrz rys. 1).

Jednak w catym prostokacie 77 x 75 pole z6élte zajmuje powierzchnie o 2 wigksza niz pole
niebieskie, co mozna przesledzi¢ na rys. 2: pogrubione kwadraty oraz czes¢ szachownicy poza
rysunkiem zawieraja tyle samo pola zottego, co niebieskiego.

Stad wniosek, ze w kazdym podziale prostokata 77 x 75 na kwadraty 1 x1, 2x215x5
musza wystapi¢ co najmniej dwa kwadraty 1 x 1.
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Na rys. 2 przedstawiono fragment podzialu, w ktérym wystepuja dokladnie dwa kwa-
draty 1 x 1 (pozostala cze$é szachownicy mozna pokryé kwadratami 5 x 5 i jedna kolumna
kwadratéw 2 x 2).

rys. 2

Odpowiedz
Najmniejsza mozliwa liczba kwadratow 1 x 1 wystepujacych w podziatach prostokata
spelniajacych warunki zadania jest réwna 2.

19. Niech ABCD bedzie takim czworokgtem wypuktym, Ze XDAB=<SABC oraz punkt
przeciecia symetralnych bokow DA i BC' lezy na odcinku AB. Udowodnij, Ze AC = BD.

Rozwigzanie
Niech E bedzie punktem przecigcia odcinka AB i symetralnych bokéw AD i BC'. Mamy
wowczas AE = DE oraz BE=CFE. W takim razie mamy réwniez

YBED =<4YEAD+<YEDA=2-4EAD=2-4EBC =<4EBC+JECB=<CEA.

7 powyzszych réwnosci otrzymujemy przystawanie tréjkatéw BED i CEA, a wiec w szcze-
goblnoéci rownosé odcinkéw BD i C A.
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20. Udowodnij, Ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwno$é

1 2 3 4 5 6 n 3
5720785 260 T620 T1300 T ira %
Rozwigzanie
Korzystajac z rownosci
n__ n _ ((n+1)°4+1) —((n=1)*+1) _
nt+4 (n—1241)-((n+1)2+1) 4-((n—1)2+1)-((n+1)2+1)
1 1

T4 (n-1)2+41) 4-((n+D)241)°
otrzymujemy nastepujace zaleznosci
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Urszula Pastwa
Kierownik naukowy obozu
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