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6. Czy prostokqgt o wymiarach 90x91 mozna podzieli¢ na prostokqgty o wymiarach 9x10 ?

Rozwigzanie

Tak, mozna. Wystarczy zauwazy¢, ze z 9 prostokatow o wymiarach 10 x 9 mozna ztozyé
prostokat o wymiarach 90x9, a z 10 prostokatéw o wymiarach 9x 10 mozna ztozy¢ prostokat
o wymiarach 90 x 10.

7 kolei prostokat o wymiarach 90 x 91 mozna ztozy¢ z 9 prostokatéw o wymiarach 90 x 9
i jednego prostokata o wymiarach 90 x 10.

7. Dana jest taka liczba naturalna k, Ze liczby 10k +1, 40k +1, 50k +1 sq pierwsze.
Niech n=(10k+1)-(40k+1) - (50k+1). Udowodnij, zZe dla dowolnej liczby calkowitej a,
liczba a®™~' —a jest podzielna przez n.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez p, q, v odpowiednio liczby pierwsze 10k +1, 40k+1, 50k +1.

7, malego twierdzenia Fermata wynika, ze dla dowolnej liczby catkowitej a

a1 =4 (mod p),

co po przemnozeniu stronami przez a™ !, gdzie m jest dowolng liczba naturalna wieksza
od 1, daje

alOk—!—m =qm (mod p) 7
a to z kolei prowadzi do
a = qlOk+1 — ,20k+1 — (30k+1 —  _ 10ks+1 (mod p)
dla dowolnej liczby naturalnej s.
Podobnie dochodzimy do

a1l = ¢ (mod q)
oraz

a®* 1 = (mod )

dla dowolnych liczb naturalnych ¢, u.
Dla dowolnej liczby naturalnej w przyjmijmy w powyzszych kongruencjach s = 20w,
t =bw oraz u=4w. Otrzymujemy

a200kzw+1 =a (mod p)7

q200kw+l — (mod q)
oraz
a?0% vt = (mod 7),
skad
a?0%% vt =4 (mod n). (1)
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Bezposrednio wyliczamy, ze
n = 20000k 4 2900k* 4 100k + 1,
skad
2n — 1 =40000k> + 5800k2 + 200k + 1 = 200k (200k? +29k +1) +1.

Dla zakonczenia rozwiazania wystarczy wiec skorzystaé¢ z kongruencji (1) dla

w=200k>+29k+1.

Uwagi

Mozna udowodni¢, ze jezeli k jest liczba nieparzysta, to dla dowolnej liczby catkowite;j
a liczba a™ —a jest podzielna przez n.

Najmniejsze liczby k, dla ktorych liczby p, q, r sa pierwsze, to 15, 57, 147, 162 i 183.

8. Liczba naturalna n jest iloczynem k rozZnych liczb pierwszych nieparzystych. Ile istnieje
takich liczb catkowitych dodatnich a <n, Ze liczba a®> —1 jest podzielna przez n?

Rozwigzanie
Jezeli p jest nieparzysta liczba pierwsza, to liczba a®? —1=(a—1)(a+1) jest podzielna
przez p wtedy i tylko wtedy, gdy

a=1 (mod p) albo a=-1 (mod p).

Niech n=p1-p2-ps-... - pr bedzie rozktadem liczby n na iloczyn réznych czynnikow
pierwszych. Liczba a? —1 jest podzielna przez n wtedy i tylko wtedy, gdy

a==+1 (mod p;)
dla1=1,2,3,...,k.
Na mocy chinskiego twierdzenia o resztach, kazdemu uktadowi liczb
(217Z27Z37"'7Zk) )

gdzie z; € {—1,1}, odpowiada dokladnie jedna liczba calkowita nieujemna a <n spekiajaca
uktad kongruencji

a=z; (mod p;)

dla:=1,2,3,...,k. W takim razie liczb nieujemnych a spetniajacych warunki zadania jest
tyle, ile mozliwych ukladéw k liczb ze zbioru {—1,1}, czyli 2*. Poniewaz liczba a =0 wa-
runkow zadania nie spelnia, liczb dodatnich a <n speliajacych te warunki jest tyle samo,
co nieujemnych.

OdpowiedZ
Istnieje 2% liczb spetniajacych warunki zadania.

9. Okregi 01 i 0o przecinajq sie w punktach A i B. Prosta styczna do okregu o1 w punkcie
A przecina okrgg oo w punktach A i D. Prosta styczna do okregu oo w punkcie A przecina
okrgg o1 w punktach A 1 C. Wykaz, Ze prosta AB zawiera dwusieczng kgta CBD.
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Rozwigzanie

Niech C” bedzie takim punktem na prostej AC, ze punkt A lezy na odcinku CC’. Ana-
logicznie niech punkt D’ bedzie takim punktem na prostej AD, ze punkt A lezy na odcinku
DD’

Wowczas z twierdzenia o stycznej i cieciwie dla cieciwy AC okregu o; i stycznej w punk-
cie A otrzymujemy, ze SCAD’' = JSCBA. Podobnie dla cieciwy AD okregu o, i stycznej
w punkcie A otrzymujemy $C’AD =<JSABD. W takim razie

JCBA=JYCAD =¥C'AD = YABD,

co daje teze.

10. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x1,x4,...,T2012, spetniajgcych
warunek r1+To+ ...+ o012 = 2012, zachodzi nierownosé
af w3 ay 3011 | L3012
—~|— + 8. 2L D002 59012,
T2 T3 X4 L2012 T
Rozwigzanie

Skorzystamy z twierdzenia o ciggach jednomonotonicznych w nastepujacym brzmieniu:
Niech aq, as, as, ... ,a, oraz by, ba, bs, ... b, bedqg dowolnymi liczbami rzeczywistyma.
Rozwazamy wszystkie iloczyny postaci
p(1)bg(1) T ap(2)Dg(2) T Ap3)bg(3) F -+ Ap(n) by(n)

gdzie (p(1), p(2), p(3), ..., p(n)) oraz (q(1), q(2), ¢(3), ..., q(n)) sq¢ permutacjami zbioru
{1,2,3,...,n}.

Wowczas najmniejszq warto$é ma iloczyn otrzymany dla permutacyi spelniajgcych wa-
runki

Ap(1) S Op(2) S Up(3) <. SAp(n) 072 by1) 2 bg(2) 2 bgz) = .. 2 by(n) -

Przechodzac do rozwiazania zadania, przyjmijmy

1
a;=xz> oraz bj=— dla i=1,23,...,2012.
Zg

Uporzadkujmy liczby z1, x2, ... ,T2012 niemalejaco:
Tp(1) S Tp(2) S Tp(3) S -+ S Tp(2012)

i zauwazmy, ze woéwczas

3 3 3 3
Tp1) S Tp2) S Tp3) S -+ S Tp(2012) 5

czyli
Ap(1) S Ap(2) S Ap(3) S - -+ S Ap(2012) -
Ponadto
1 1 1 1
> > >...> ,
Tp(1)  Tp(2)  Lp(3) Lp(2012)
czyli

bp(1) 2 bp(2) > bp(3) = - 2 bp2012) -
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Zatem dane w zadaniu wyrazenie ma warto$¢ nie mniejsza od

23 23 23 23
p(l)Jr P(2)+ p(3)+,__+ p(2012) _

Tp(1)  Tp2) Tp(3) Lp(2012)

Ap(1)bp(1) T Ap(2)bp(2) T Ap(3)bp(3) T - -+ Ap2012)bp(2012) =
- szg(l) +x]23(2) +x127(3) + e +x]2)(2012) - x% —I—:E% +x§ + e +x3012 .

Oznaczmy y; = x; — 1. Woéwcezas x; =1+ y; oraz
Yy1+y2+ys+...+y2012=0.

Stad otrzymujemy

TI Ty T =
_ 2 2 2 2\ _
= (1420 +9) + (14200 +03) + (1+ 205435+ .+ (1429201 + 131 ) =
=2012+2(y1 +y2 +ys+...+Y2012) F YT+ Y3 YR+ .. Y3010 =
=2012+y +y3 +y3+...+ Y3010 > 2012,

co konczy rozwigzanie zadania.

Urszula Swianiewicz
Kierownik naukowy obozu
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