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1. W szescianie o krawedzi 1 umieszczono 344 punkty. Udowodnij, ze odleglos¢ pewnych
dwéch z tych punktéw jest mniejsza od 1/4.

Rozwigzanie

Podzielmy szeScian na 343 szesciany o krawedzi 1/7, dzielac kazda krawedZ duzego sze-
$cianu na 7 odcinkow rownej dlugosci i prowadzac przez punkty podziatu ptaszczyzny row-
nolegte do Scian szeScianu. Wowczas przynajmniej jeden z szeScianéw podziatu zawiera
pewne dwa sposréd danych 344 punktéw (wewnatrz lub na brzegu). Odleglosé tych dwoch
punktow nie przekracza dhugosci przekatnej szescianu, czyli
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co koniczy rozwiazanie zadania.

2. Dane sq takie dodatnie liczby calkowite a, b, c, d, n, ze liczby a+b%, b+c?, c+d>?,
d+a® sq podzielne przez n. Udowodnij, ze liczba
CLb8 + b8064 . C64d512 . d512a

jest podzielna przez n?.

Rozwigzanie
Zapisujac dane w tresci zadania podzielnosci w postaci kogruencji, otrzymujemy
=-b> (modn), b=-c* (modn), c=-d* (modn), d=-a® (modn).
Zatem

a=-b=—-c'=-d®=-0a'"=-032=—-c* (mod n),

skad wynika, ze liczba a+c%* jest podzielna przez n. Podobnie

b=—d* (mod n),
co, po obustronnym podniesieniu do potegi 8, daje

v¥®=d*'? (mod n),
a to oznacza, ze liczba b® jest podzielna przez n.

Pozostaje zauwazy¢, ze dana w tresci zadania liczba rozklada sie na iloczyn dwoch
czynnikéw, z ktorych kazdy jest podzielny przez n. A mianowicie
ab8 +b8664 o C64d512 —d512a — (CL+CG4> . (b8 o d512) )

2

_d512

Zatem liczba ta jest podzielna przez n*, co nalezato wykazac.

3. Ile co najwyzej (3,1)-skoczkéw mozna ustawié na szachownicy o wymiarach 100 x 100
w taki sposob, aby zZadne dwa sobie nie zagrazaly?

Uwaga: Dwa (3,1)-skoczki zagrazajq sobie, gdy stojg na przeciwleglych naroznych polach
pewnego prostokgta o wymiarach 2 x 4.
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Rozwigzanie
Pokolorujmy szachownice jak na rys. 1.
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Przy takim kolorowaniu kazdy (3,1)-skoczek (zwany dalej skoczkiem) umieszczony na
szachownicy atakuje pola o takim samym kolorze (niebieski/zétty) jak kolor pola, na ktérym
sam stoi, ale o przeciwnym odcieniu (jasny/ciemny).

Mozemy wiec ustawi¢ na szachownicy 5000 skoczkéw umieszczajac je np. na wszystkich
polach ciemnoniebieskich i ciemnozottych.

Ponadto wykazemy, ze nie jest mozliwe ustawienie na szachownicy nieatakujacych sie
skoczkow zajmujacych wiecej niz potowe pol.

W tym celu ponumerujmy pola prostokata 2 x 6 jak na rys. 2 — 1135|2416
kazda z liczb od 1 do 6 pojawia sie dwukrotnie. Poniewaz skoczek olalel1l3]5
umieszczony na dowolnym polu tego prostokata atakuje drugie pole
z takim samym numerem, jak numer pola, na ktérym stoi, wiec rys. 2
dowolnie rozmieszczone nieatakujace si¢ skoczki musza zajmowacé pola z réznymi numerami.
Nie mozna wiec umiesci¢ wiecej niz 6 skoczkow.

Nastepnie numerujemy pola prostokata 4 x 8 jak na rys. 3. Zasade tworzenia numera-
cji mozna przesledzi¢ na rys. 4, na ktérym ponumerowano pola zélte (pola niebieskie sa
numerowane w/g tego samego schematu).

119(4(10|7|13|8 |16
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rys. 3 rys. 4
W tym wypadku kazda z liczb od 1 do 16 pojawia sie dwukrotnie i podobnie jak po-
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przednio, skoczek umieszczony na dowolnym polu prostokata atakuje drugie pole z takim
samym numerem, jak numer pola, na ktérym stoi. Zatem dowolnie rozmieszczone nieata-
kujace si¢ skoczki musza zajmowac pola z ré6znymi numerami, skad wynika, ze nie mozna
umiesci¢ wiecej niz 16 skoczkéow.

Nie mozna zatem zaja¢ wiecej niz potowy pél nieatakujacymi sie skoczkami w prostokacie
2 x 6, ani w prostokacie 4 X 8, ani tez w zadnej figurze, ktora moze by¢ podzielona na takie
prostokaty.

Zauwazmy przy tym, ze z dwoch prostokatow 2x 6 mozna ztozy¢ prostokat 4x6, a z dwdch
prostokatow 4 x 6 i jednego prostokata 4 x 8 mozna ztozy¢ prostokat 4 x 20. Z kolei ze 125 ta-
kich prostokatéw mozna ztozy¢ kwadrat 100 x 100, co oznacza, ze nie mozna ustawi¢ w tym
kwadracie wiecej niz 5000 nieatakujacyh sie skoczkdéw.

OdpowiedZ: Najwieksza liczba niezagrazajacych sobie (3,1)-skoczkow, jakie mozna usta-
wi¢ na szachownicy, to 5000.

4. Podstawq pewnego ostrostupa jest pieciokqt foremny. KaZda sciana boczna tego ostro-
stupa jest trojkgtem rownoramiennym. Czy wynika sted, Ze krawedzie boczne tego ostrostupa
sq rownej dlugosci?

Rozwigzanie

Nie wynika. Skonstruujemy ostrostup spetniajacy warunki zadania, w ktérym nie wszyst-
kie krawedzie boczne sa rownej dtugosci.

Niech ABC'DFE bedzie pieciokatem foremnym o érodku O, a punkt H — dowolnym
punktem na odcinku AQO. Wéwczas BH < AB, poniewaz w trdojkacie ABH

JAHB=JYAOB+<OBH > JAOB="T2°>54°=<HAB.

Oznaczmy przez [ prosta prostopadla do plaszczyzny pieciokata i przechodzaca przez
punkt H. Na prostej [ obierzmy taki punkt S, ze HS =+ AB? — BH?. 7 twierdzenia Pitago-
rasa otrzymujemy BS=+ HS?+ BH?=AB, a wiec tréjkaty ABS, BCS sa rébwnoramienne.
Analogicznie trojkaty AES i EDS sa rownoramienne, poniewaz SE = SB.

Ponadto trojkat C DS jest rownoramienny, poniewaz punkt H lezy na symetralnej boku
CD, a wiec punkt S lezy na ptaszczyznie symetralnej CD. W takim razie CS=DS.

5. Punkty K © L naleZg odpowiednio do bokow BC i CD czworokgta wypukiego ABCD.
Odcinki BL i DK przecinajg sie w punkcie P. W kazdy z czworokgtow ABPD i CKPL
mozna wpisac okrgg. Wykaz, ze w czworokgt ABCD mozna wpisacé okrgg.

Rozwigzanie
Skoro w czworokat C' K PL mozna wpisa¢ okrag, to réwniez w czworokat wklesty CBPD
mozna wpisaé¢ okrag (ten sam, ktéry jest wpisany w czworokat C K PL). W takim razie

CB+DP=CD+BP.

Skoro w czworokat ABPD mozna wpisa¢ okrag, to otrzymujemy
AD+BP=AB+DP.

Po dodaniu powyzszych réwnoéci stronami i redukcji wyrazow podobnych, otrzymujemy
CB+AD=CD+AB.

Stad wynika, ze w czworokat ABC'D mozna wpisaé okrag.

Urszula Swianiewicz
Kierownik naukowy obozu
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