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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Danych jest takich pie¢ dodatnich liczb rzeczywistych, ze iloczyn dowolnych dwbch
spoérod nich jest mniejszy od iloczynu pozostatych trzech. Udowodnij, ze kazda z danych
liczb jest wieksza od 1.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy dane liczby przez a, b, ¢, d, e. Wiemy, ze bc < ade oraz de < abc. Wobec tego
be < ade < a-abe. Dzielgc obie strony otrzymanej nieréwnoéci be < a?be przez liczbe dodatnia
be, uzyskujemy 1< a?. Poniewaz a jest liczba dodatnia, wiec z ostatniej nieréwnoéci wynika,
ze a > 1. Analogicznie dowodzimy, ze kazda z pozostalych czterech liczb jest wiecksza od 1.

2. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC' =8 oraz BC =10. Punkt M jest $rodkiem
boku AB. Okrag o érodku w punkcie M ma promien dtugosci 1. Wykaz, ze na tym okregu
istnieje dokladnie jeden taki punkt P, dla ktérego XAPC =90°.

Szkic rozwigzania

Niech N bedzie érodkiem boku AC. Zbiorem takich punktéw P, ze $APC =90°, jest
okrag o $rednicy AC (z wylaczeniem punktéw A i C), czyli okrag o $rodku w punkcie N
i promieniu dhugosci 4. Oznaczmy ten okrag przez o.

Okrag o érodku M i promieniu 1 oznaczmy przez w. Z twierdzenia Talesa wynika, ze
MN = %BC’ =5, a zatem odleglosé¢ miedzy srodkami okregdéw w i o jest rowna sumie dlugosci
ich promieni. Wobec tego okregi te sa styczne zewnetrznie. Ich punkt stycznosci to jedyny
punkt okregu w, ktory spelnia warunki zadania.

3. Dodatnie liczby catkowite a, b maja te wlasnosé, ze liczba 4ab jest podzielna przez
liczbe a? +b2. Udowodnij, ze a =b.

Szkic rozwigzania

Przeksztalcajac réwnowaznie nieréwnosé (a—»b)? >0, otrzymujemy PR +b2 < 2. Z warun-

kéw zadania wynika, ze % jest dodatnia liczba catkowita. Wobec tego mozliwe sa dwa

s, 4dab __ 4ab
przypadki: 745 =11lub 45 =2.
(1) Przypusémy, ze aﬁi%Q =1. Wéwczas 4ab=a®+b?, skad uzyskujemy zaleznosci

(a+b)?=a®+b*+2ab=6ab oraz (a—b)*>=a*+b*—2ab="2ab.

Ponadto 2ab > 0, wiec pierwsza z powyzszych réwnosci mozemy podzieli¢ stronami przez

druga, otrzymujac
a+b 6ab a+b
li =v3.
(a—b> 2ap > vl a—b‘ V3

Po lewej stronie ostatniej rownosci znajduje sie iloraz dwoch liczb catkowitych, czyli liczba
wymierna, a po prawej — liczba niewymierna. Ten przypadek prowadzi zatem do sprzecz-
nosci.

(2) Jesli a;‘i’zg =2, to 4ab=2a%+2b?, czyli réwnowaznie (a —b)? =0. Stad wynika, ze
a=1>, co nalezalo wykazac.
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4. Sposréd wierzchotkéw 100-kata foremnego wybrano 51 punktow. Wykaz, ze wsrod
wybranych punktéw istnieja trzy bedace wierzchotkami tréjkata prostokatnego réwnora-
miennego.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy dany 100-kat foremny przez A; A, ... A1go. Podzielmy jego wierzchotki na 25
czteroelementowych grup w taki sposéb, aby punkty w obrebie kazdej grupy byly wierz-
chotkami kwadratu:

A1 AgsAs1 Aze, AaAorAsaAry, AsAsgAssArg, ..., AasAsoArsAigo.

Przypusémy, ze z kazdej grupy wybrano co najwyzej dwa wierzchotki. Wybranych punktéow
jest wowczas co najwyzej 25-2=50. Z otrzymanej sprzecznosci wynika, ze wsréd rozwazanych
kwadratow istnieje taki, ktorego co najmniej trzy wierzchotki zostaty wybrane. To konczy
rozwigzanie zadania, poniewaz kazde trzy wierzchotki kwadratu tworza tréjkat prostokatny
réwnoramienny.

5. Czy istnieje taki wieloscian wypuktly, ze w kazdym jego wierzchotku schodza sie co
najmniej cztery krawedzie i ktéry mozna przecia¢ pewna ptaszczyzna, otrzymujac w prze-
kroju trojkat? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Taki wieloscian istnieje, podamy jego konstrukcje.

Rozpatrzmy graniastostup trojkatny. Wybierzmy jego dowolny wierzchotek i wezmy
pod uwage ptaszczyzne przechodzaca przez srodki krawedzi, ktore schodza sie w tym wierz-
chotku. Plaszczyzna ta rozcina dany graniastostup na dwa wielosciany. Usunmy te z otrzy-
manych bryl, do ktérej nalezy wybrany wierzchotek (rys. 1).

rys. 1 rys. 2

Powtarzajac opisana konstrukcje dla kazdego z pozostalych wierzchotkéw graniasto-
shupa, otrzymamy wieloscian, ktory spetnia warunki zadania (rys. 2). W kazdym jego wierz-
chotku schodza sie cztery krawedzie i posiada on przekrdj bedacy trojkatem.
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