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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Czy istnieje taka tréjka (a,b,c) dodatnich liczb nieparzystych, ze
Va—c+vVb—c=+vVa+b?

Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania
Danag réwno$é¢ podnosimy stronami do kwadratu, a nastepnie przeksztalcamy réwno-
waznie, uzyskujac kolejno:

a—c+2y/(a—c)(b—c)+b—c=a+Db,
(a=c)(b—c)=c,
(a—c)(b—c)=c>

Jednak jesli liczby a, b, ¢ sa wszystkie nieparzyste, to lewa strona ostatniej réwnosci
jest liczba parzysta, a prawa — liczba nieparzysta. Uzyskana sprzecznosé¢ oznacza, ze nie
istnieje tréjka liczb spelniajacych warunki zadania.

2. W trapezie ABC'D punkty M i N sa $érodkami odpowiednio podstaw AB i CD.
Punkt P nalezy do odcinka M N. Udowodnij, ze trojkaty ADP i BC'P maja réwne pola.

Szkic rozwigzania

Przez [F] bedziemy oznaczali pole figury F.

Zauwazmy, ze [AM P]=[BM P], gdyz oba tréjkaty maja réwne podstawy AM i BM
oraz wspolng wysoko$é opuszczong z wierzchotka P. Analogicznie uzasadniamy réownosé
[DNP]=[CNP)]. Ponadto trapezy AMND i BMNC maja réwne wysokosci, a przy tym
AM = BM oraz DN = CN. Stad wniosek, ze [AM N D] =[BM NC]|. Laczac uzyskane réw-
nosci pél, otrzymujemy

[ADP]=[AMND]—[AMP]—[DNP]=[BMNC]—[BMP]—[CNP]=[BCP).

3. W kazde pole tablicy o wymiarach 9 x 9 wpisano pewna dodatnig liczbe catkowita.
Nastepnie obliczono sumy liczb znajdujacych sie w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie. Czy
moze si¢ zdarzy¢, ze 18 obliczonych sum to kolejne liczby naturalne w pewnym porzadku?
Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Udowodnimy, ze otrzymane sumy nie moga by¢ kolejnymi liczbami naturalnymi.

Zauwazmy, ze suma 18 rozwazanych liczb jest liczba parzysta, jako dwukrotnosé¢ sumy
wszystkich liczb wpisanych w pola tablicy. Z drugiej strony, wérod 18 kolejnych liczb natu-
ralnych znajduje si¢ doktadnie 9 liczb nieparzystych, ktorych suma jest liczba nieparzysta.
Stad wniosek, ze suma 18 kolejnych liczb naturalnych jest liczba nieparzysta. Otrzymana
sprzecznos¢ konczy rozwiazanie zadania.

/Y i MINISTERSTWO O$RroDEK

N6\ stowarzyszenie 0 UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI o) CE\ na rzecz Edukacji EDUKACJI . Rozwoyu EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI MV Matematycznej NARODOWEJ FUNDUSZ SPOLECZNY

——_—— Epukaci

Projekt wspéffinansowany przez Unig Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 1



4. Na plaszczyZnie zaznaczono n punktéw (n > 3), z ktérych zadne trzy nie leza na
jednej prostej. Kazdy z tych punktow pomalowano na jeden z trzech koloréw, przy czym
kazdego koloru uzyto przynajmniej raz. Udowodnij, ze istnieje taki tréjkat o wierzchotkach
w zaznaczonych punktach, ktorego kazde dwa wierzchotki maja rézne kolory i do wnetrza
ktorego nie nalezy zaden zaznaczony punkt.

Szkic rozwigzania

Poniewaz kazdy z trzech kolorow zostal uzyty, wiec istnieje przynajmniej jeden trojkat
o wierzchotkach réznych koloréw. Sposréd wszystkich takich trojkatow wybierzmy ten, ktory
ma najmniejsze pole (jesli tréjkatéw o najmniejszym polu jest wiecej niz jeden, wybieramy
dowolny z nich). Nazwijmy ten trojkat ABC. Wykazemy, ze trojkat ABC spelnia warunki
zadania.

Przypus$émy, ze do wnetrza tréjkata ABC nalezy pewien zaznaczony punkt P. Bez
straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze punkt P jest tego samego koloru, co punkt A. To
oznacza, ze kazde dwa wierzcholtki trojkata BC'P majg rézne kolory. Jednak pole tego
trojkata jest mniejsze od pola trojkata ABC. Uzyskana sprzecznosé dowodzi, ze do wnetrza
trojkata ABC nie nalezy zaden zaznaczony punkt.

5. W trojkacie ABC punkt D jest srodkiem boku AB, a punkt E jest érodkiem odcinka
CD. Wykaz, ze jezeli JCAE =<BCD, to AC=CD.

Szkic rozwigzania

Niech F bedzie $rodkiem odcinka AC. Wéwcezas BC' || DF, a zatem <BCD =<FDC.
Stad, po uwzglednieniu zalozenia YCAE = ¥BCD, uzyskujemy SCAE = SFDC, czyli
IFAE=<9YFDE.

B

Poniewaz punkty A i D znajduja sie po tej samej stronie prostej F'F, wiec ostatnia
réwnos¢ katéw oznacza, ze na czworokacie ADEF mozna opisaé¢ okrag. Ponadto AD || EF,
wiec czworokat ten jest trapezem réwnoramiennym. Stad AF = DFE, czyli AC=CD. Tym
samym dowdd jest zakonczony.
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