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Rozwigzania zadan testowych

1. Liczba {/9- V27 jest
N | a) niewymierna;
b) réwna 327 :
T | ¢) caltkowita.

—

Komentarz

V9-V271=¥93=V27=3.

2. Zmieszano 1 litr 4% roztworu soli kuchennej w wodzie z 2 litrami 4% roztworu soli

kuchennej w wodzie. Otrzymano wéwczas roztwoér o stezeniu

T | a) 4%;

N | b)6%;

N| ¢) 12%.
Komentarz

Roztwory, o ktérych mowa w zadaniu, zawieraja te same substancje i maja takie samo

stezenie, sg wiec jednakowe. Po ich zmieszaniu otrzymano zatem te sama ciecz — 4% roztwor
soli kuchennej w wodzie.

3. Przekatne czworokata wypuktego ABCD sa prostopadte. Wynika z tego, ze

a) czworokat ten jest kwadratem;

Z

b) czworokat ten jest rombem;

T| ¢) AB*+CD?=BC?+ DA%

Komentarz

a), b) Rozpatrzmy dwa dowolne przecinajace sie pod katem prostym odcinki AC' i BD,
ktorych srodki sie nie pokrywaja. Konce tych odcinkéw tworza czworokat wypukty ABCD,

ktory nie jest réwnolegtobokiem, a wigc tym bardziej rombem, czy tez kwadratem.
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c¢) Oznaczmy przez P punkt przeciecia przekatnych czworokata ABCD. Na mocy twier-
dzenia Pitagorasa odpowiednio dla trojkatow APB i CPD, otrzymujemy

AB*=AP?*+BP? oraz CD*=CP?+DP?.
Dodajac powyzsze réwnoéci stronami, uzyskujemy AB?+CD? = AP?+ BP?+CP?+DP?2.
Analogicznie dowodzimy, ze BC? + DA? = AP? + BP? + CP? + DP?. Stad wniosek, ze
AB?+CD?=BC?+DA?,

4. Kazdy bok kwadratu powiekszono o 20%. Wynika z tego, ze pole tego kwadratu

zwiekszylo sie o

N | a)20%;

N | b) 40%;

T | ¢) 44%.
Komentarz

Oznaczmy przez a poczatkowa dlugosé boku kwadratu. Zwiekszajac liczbe a o 20%,

uzyskujemy liczbe a4 %a = %a. Pole kwadratu o boku dtugosci %a jest rowne
12 \? 144 , , 44 ,
(ECL> = 1—00a =a"+ ma .

Stad wynika, ze pole tego kwadratu, poczatkowo réwne a?, zwickszylo sie o 44%.

5. Suma cyfr dodatniej liczby catkowitej a wynosi 30. Wynika z tego, ze liczba a jest

podzielna przez

N| a)2;

T | b)3;

N| ¢)5
Komentarz

a), ¢) Niech a bedzie liczba, ktérej wszystkie 30 cyfr to 1. Liczba a nie jest podzielna
przez 2, gdyz jej ostatnia cyfra jest nieparzysta. Liczba a nie jest podzielna przez 5, gdyz
jej ostatnig cyfra nie jest 0 ani 5.

b) Liczba 30 jest podzielna przez 3, a zatem na mocy cechy podzielnosci przez 3, liczba

o sumie cyfr réwnej 30 jest podzielna przez 3.

6. Réwnanie 22 —2|z|=0 ma

T | a) co najmniej jedno rozwiazanie;

z

b) doktadnie dwa rozwiazania;

T | c¢) wiecej niz dwa rozwiazania.
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Komentarz

Zauwazmy, ze 22 = |z|?. Dane réwnanie mozemy zatem zapisa¢ w postaci réwnowaznej
2|2 —2|2| =0, czyli |x|- (|#| —2) =0. Z kolei ta zaleznoéé jest spetniona wtedy i tylko wtedy,
gdy |z| =0 lub |z| =2. Wobec tego réwnanie x?—2|x| =0 ma dokladnie trzy rozwiazania:

r=0, x=2 oraz x = —2.

7. Liczby a i b sa calkowite. Wynika z tego, ze liczba 2a(a+1)(a+2)+3b(b+1) jest

podzielna przez

N| a)4;

N| b)5;

T| c)6
Komentarz

a), b) Przyjmijmy a =0, b=1. Wowczas liczba 2a(a+1)(a+2)+3b(b+1)=0+6=6 nie

jest podzielna przez 4 oraz nie jest podzielna przez 5.

c¢) Poniewaz 6 =2-3 oraz najwiekszy wspolny dzielnik liczb 2 1 3 wynosi 1, wiec liczba
catkowita jest podzielna przez 6 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 2 i przez 3.

Liczba 3b(b+1) jest podzielna przez 3. Ponadto, jedna sposréd dwdéch kolejnych liczb
catkowitych b, b+1 jest parzysta. Wobec tego liczba 3b(b+ 1) jest podzielna przez 2. Stad
wynika, ze jest ona podzielna przez 6.

Liczba 2a(a+1)(a+2) jest podzielna przez 2. Ponadto, wérdd trzech kolejnych liczb
catkowitych a, a+1, a+2 jest jedna podzielna przez 3. Wobec tego liczba 2a(a+1)(a+2)
jest podzielna przez 3. A zatem jest ona podzielna przez 6.

Skoro obie liczby 2a(a+1)(a+2) oraz 3b(b+1) sa podzielne przez 6, to ich suma réwniez

ma te wlasnoscé.

8. W czworokacie wypuklym ABCD pola tréjkatéw ABC i ADC sg réwne. Wynika

z tego, ze

N | a) pola tréjkatéw BCD i BAD sa réwne;

)

b) srodek przekatnej BD nalezy do przekatnej AC;

N | ¢) czworokat ABCD jest réwnoleglobokiem.

Komentarz

b) Rozwazmy wysokoéci BM i DN odpowiednio tréjkatow ABC i ADC. Poniewaz
pola tych trojkatow sa réwne oraz maja one wspolna podstawe AC, wiec BM = DN.
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Odcinki BM i DN sa wiec réwnej dtugosci i réwnolegte. Wobec tego, jesli punkty M
i N pokrywaja sie, to kazdy z nich jest srodkiem odcinka BD, skad wynika, ze $rodek ten
lezy na przekatnej AC. W przeciwnym wypadku, czworokat M BN D jest réwnolegtobokiem,
a zatem srodek przekatnej BD pokrywa si¢ ze srodkiem przekatnej M N. Stad wniosek, ze
rowniez w tym przypadku srodek przekatnej BD nalezy do przekatnej AC.

a), ¢) Rozpatrzmy tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym AB # BC. Niech D bedzie
obrazem symetrycznym punktu B wzgledem prostej AC. Wéwcezas czworokat ABCD jest
wypukly, a pola tréjkatéw ABC i ADC sa réwne, gdyz sa to trojkaty przystajace. Poniewaz
wysokosci trojkatow BC'D i BAD opuszczone na wspélny bok BD sa réznej diugosci,
wiec pola tych trojkatéow sa rézne. Ponadto AB # C'D, a zatem czworokat ABC'D nie jest

réwnolegtobokiem.

9. Nieréwnoéé (z2+2)z <z

N | a) nie ma rozwiazan;

)

b) ma nieskonczenie wiele rozwiazan;

N | c¢) jest spelniona przez pewng liczbe dodatnia.

Komentarz
Przeksztalcajac dana nieréwnos$é réwnowaznie, uzyskujemy kolejno
(22 +2)r <z
42 <z
3 4+1<0
z(z?+1) <0.

Poniewaz 2 +1 > 0, wiec zbiorem rozwigzan danej nieréwnosci jest zbiér liczb ujemnych.

10. Liczba 4/0,4444... jest

T | a) wymierna,
N | b) réwna 0,2222...;
T | c¢) wigksza od 0,5.

Komentarz

Oznaczmy przez x liczbe 0,4444.... Wowczas
10x =10 - 0,4444... =4,4444... = 440,4444... = 4+=z.

Stad wynika, ze 9x =4, wobec czego x = 9’ a zatem

42
/0,444, = (/= == =0,6666... .
’ \/; 3
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11. Odleglo$é punktu E od prostej AB jest mniejsza od odlegto$ci punktu F' od prostej
AB. Wynika z tego, ze

T | a) pole trojkata ABFE jest mniejsze od pola trojkata ABF

Z

b) obwdd trojkata ABE jest mniejszy od obwodu tréjkata ABF

N | c¢) promien okregu wpisanego w trojkat ABE jest mniejszy od promienia okregu

wpisanego w trojkat ABF'.

Komentarz

a) Trojkaty ABE i ABF maja wsp6lna podstawe AB, a wysoko$¢ tréjkata ABE jest
mniejsza od wysokosci trojkata ABF. Wobec tego pole trojkata ABFE jest mniejsze od pola
tréjkata ABE.

Rozpatrzmy proste k i [ réwnolegle do prostej AB. Przyjmijmy, ze odleglos¢ prostej k
od prostej AB jest mniejsza od odleglosci prostej [ od prostej AB.

b) Wybierzmy dowolny punkt F' na prostej [. Na prostej k znajdujemy taki punkt E,
ze dhugos¢ odcinka AF jest wieksza od obwodu trojkata ABF. Punkty E i F spelniaja
warunki zadania (odlegtoéé punktu E od prostej AB jest mniejsza od odlegloséci punktu F

od prostej AB), jednak obwéd tréjkata ABE jest wiekszy od obwodu tréojkata ABF.

¢) Wybierzmy dowolny punkt E na prostej k. Przez punkt B poprowadZmy prosta m,
ktérej odlegtosé od punktu A jest dodatnia, ale mniejsza od promienia okregu wpisanego
w trojkat ABE. Niech F bedzie punktem przecigcia prostych [ i m. Wéwczas punkty E
i F spelniaja warunki zadania. Ponadto promien okregu wpisanego w trojkat ABF jest
mniejszy od wysokoéci tego trojkata poprowadzonej z wierzchotka A. Z kolei wysoko$¢ ta
ma dlugosé réwng odlegloéci punktu A od prostej m i jest krotsza od promienia okregu

wpisanego w trojkat ABE.

12. Liczba a? jest niewymierna. Wynika z tego, ze liczba

T | a) a jest niewymierna;

Z

b) a jest wymierna;

N | c¢) a* jest wymierna.

Komentarz

a), b) Przypusémy, ze liczba a jest wymierna. Wéwczas liczba a2, jako iloczyn dwéch
liczb wymiernych, rowniez jest wymierna. Z otrzymanej sprzecznosci wynika, ze a jest liczba

niewymierna.

¢) Przyjmijmy a = {/2. Wtedy obie liczby a? = V2 oraz a* =2 sa niewymierne.

A A i MINISTERSTWO Os$ropEK
AW \ Stowarzyszenie UNIA EUROPEJSKA
2@ KAPITAL LUDZKI LSHCE na rzecz Edukacji EDUKACJI . Rozwoju EUROPEJSKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI /M\v Matematycznej NARODOWEJ Eoukacy FUNDUSZ SPOLECZNY
\ —_=

Projekt wspoffinansowany przez Unig Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 5



13. SzeScian mozna rozcia¢ plaskim cigciem na dwa wieloSciany w taki sposob, aby

jeden z tych wieloScianéw

T | a) byl graniastostupem pieciokatnym;

N | b) mial osiem $cian;

T | ¢) byl ostrostupem prawidlowym.

Komentarz
Rozwazmy sze$cian o podstawie ABCD.

a) Oznaczmy przez K i L $rodki odpowiednio krawedzi AB i BC'. Przecinajac roz-
patrywany szescian pltaszczyzna prostopadla do ptaszczyzny podstawy, przechodzaca przez

punkty K i L, otrzymujemy graniastostup pieciokatny o podstawie AK LCD.

c¢) Oznaczmy przez B’ taki wierzcholek szeScianu, ze odcinek BB’ jest jego krawedzia
bocznag. Przecinajac rozpatrywany szeScian plaszczyzng AC B’, otrzymujemy ostrostup pra-
widlowy tréjkatny: jego podstawa AC' B’ jest trojkatem réwnobocznym, a krawedzie boczne
AB, CB oraz B’'B sa réwnej dlugosci.

b) Rozpatrzmy dowolng z dwéch czesci, na jakie rozcieto dany sze$cian. Jest nig wie-
loscian, ktorego jedna $ciana lezy w plaszczyznie przekroju. Kazda z pozostalych Scian
tego wieloScianu nalezy do innej Sciany wyjsciowego szesScianu. Stad wynika, ze otrzymany

wielo$cian ma nie wiecej niz siedem $cian.

14. Dany jest 101-kat foremny A As...A1p1. Wynika z tego, ze

T | a) tréjkat AsA19A15 jest roGwnoramiennys;

)

b) tréjkat Ay5As1A100 jest rOwnoramiennys;

N | ¢) pewien tréojkat, ktérego wierzcholtkami sa trzy sposréd punktéw Aj, As,...,A101

jest prostokatny.

Komentarz

Rozwazmy okrag opisany na danym 101-kacie. Przyjmijmy, ze kolejnosé wierzchotkdéw
Aq,As, ..., A101 na tym okregu jest zgodna z ruchem wskazowek zegara. Przez fuk XY
bedziemy rozumieli tuk danego okregu biegnacy od punktu X do punktu Y zgodnie z ruchem

wskazowek zegara.
a), b) Zauwazmy, ze tuki A3 As, AzAs, ..., A10141 sa rownej dlugosci. Oznaczmy te
dtugos$¢ przez a. Wowczas tuki Az Aig oraz A19A15 maja dlugosé réwna 5a. Wobec tego

JAsA15A10 = SA10A5A5, gdyz sa to katy wpisane oparte na tukach tej samej dtugodci.

Stad wniosek, ze tréjkat AsAj9Ais jest réwnoramienny. Poniewaz oba tuki Ajg9A15 oraz
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A15A31 maja dlugosé 16a, wiec analogicznie wykazujemy, ze trojkat Ai5Asq A1go jest row-

noramienny.

c¢) Poniewaz 101 jest liczba nieparzysta, wiec zadne dwa punkty sposréd wierzchotkéw

Ay, Ay, ..., A1g1 nie sg koncami $rednicy rozpatrywanego okregu. Stad wniosek, ze zaden
tréjkat, ktorego wierzchotkami sa trzy spoérdod punktow Aq, Ao, ..., A1g1 nie moze by¢ pro-
stokatny.

15. Kazdy bok i kazda przekatna pieciokata foremnego pomalowano na czerwono lub

niebiesko. Wynika z tego, ze

T | a) pewne trzy boki sa tego samego koloru;

Z

b) pewne dwie przekatne sa réznych koloréw;

N | ¢) z pewnego wierzchotka wychodza trzy odcinki tego samego koloru.

Komentarz

a) Przypu$émy, ze nie istnieja trzy boki tego samego koloru. Wobec tego, co najwyzej
dwa boki sa czerwone oraz co najwyzej dwa boki sg niebieskie. Stad wniosek, ze pomalowano
nie wiecej niz cztery boki. Z otrzymanej sprzecznosci wynika, ze pewne trzy boki sa tego
samego koloru.

b), ¢) Przyjmijmy, ze wszystkie boki pieciokata pomalowano na czerwono, a wszystkie
przekatne na niebiesko. Wowczas wszystkie przekatne sa tego samego koloru i z zadnego

wierzchotka nie wychodza trzy czerwone ani trzy niebieskie odcinki.
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