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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Do pociagu, ktéry moze pomiesci¢ co najwyzej 404 pasazerow, wsiadla na poczat-
kowej stacji pewna liczba podréznych. Na nastepnej stacji liczba pasazeréw tego pociagu
zwiekszyla sie o 1,5%. Ilu podréznych wsiadto do pociagu na poczatkowej stacji? Odpowiedz
uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Niech x bedzie liczbg 0s6b, ktére wsiadly do pociggu na poczatkowej stacji. Na nastep-
nej stacji liczba pasazeréw wzrosta o 1,5%, czyli wyniosta
1,5 1015 203

100 1000 200
Z warunkow zadania wynika, ze y jest dodatnig liczba catkowita nie wigksza od 404. Ponadto
_ 200

Poniewaz utamek % jest nieskracalny (najwiekszy wspélny dzielnik licznika i mianownika

wynosi 1), wiec liczba z jest catkowita jedynie wtedy, gdy liczba y jest podzielna przez 203.
Jedyna dodatnig liczba catkowita, podzielna przez 203 i nie wicksza od 404 jest 203. Wobec
tego y=203. A zatem x =200, co oznacza, ze na poczatkowej stacji do pociagu wsiadto 200
podréznych.

2. Czy istnieja takie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze liczby
a—b, b—c, c—d, d—a,
wypisane w podanym porzadku, sa kolejnymi liczbami catkowitymi? Odpowiedz uzasadnij.
Szkic rozwigzania

Przypusémy, ze istnieja liczby a, b, ¢, d o zadanych wtasnos$ciach. Wéwczas dla pewnej
liczby catkowitej n spetlnione sg réwnosci

a—b=n, b—c=n+1, c—d=n+2, d—a=n+3
lub
a—b=n+3, b—c=n+2, c—d=n+1, d—a=n.
W obu przypadkach, po dodaniu zaleznosci stronami, otrzymujemy
(a—b)+(b—c)+(c—d)+(d—a)=4n+6,

a zatem 0 =4n+6, wiec 4n = —6, skad wynika, ze n = —%. Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy
rozwigzanie zadania.
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3. Punkty F i F leza odpowiednio na bokach BC i C'D prostokata ABC D, przy czym
trojkat AEF jest rownoboczny. Punkt M jest Srodkiem odcinka AF. Wykaz, ze trojkat
BCM jest réwnoboczny.

Szkic rozwigzania

Poniewaz punkt M jest srodkiem boku AF trojkata rownobocznego AEF, wiec prosta
EM jest wysokoécia tego tréjkata i SEMF =90°. Ponadto SECF =90°. Stad wynika, ze
okrag o érednicy EF przechodzi przez punkty C' i M. Wobec tego IMCE =<4MFE =60°,
gdyz sa to katy wpisane oparte na tym samym tuku.

Analogicznie wykazujemy, ze punkty A, B, E'i M leza na okregu o srednicy AF, skad
uzyskujemy réwnosé katéow SMBE = IMAE = 60°.

Wykazalismy, ze w trojkacie BOM kazdy z katéw MCB oraz M BC ma miare 60°,
a zatem jest to trojkat rownoboczny.

4. Rozwiaz uklad réwnan:
202 +y? =4
20y —2x = —5.

Szkic rozwigzania
Dodajac réwnania stronami i przeksztalcajac, uzyskujemy kolejno:
2x2+y2+2xy—2m: —1
x2+2xy—|—y2+a:2—2x+1 =0
(z+y)*+(x—1)*=0.
Wobec tego musza zachodzié¢ réwnosci x4y =0 oraz x —1=0. Sg one prawdziwe jedynie

wowczas, gdy x =1 1 y= —1. Podstawiajac uzyskane wartoéci do danego uktadu réwnan,
uzyskujemy sprzeczno$¢. Stad wynika, ze ukltad ten nie ma rozwiazan.

Uwaga
Metodzie rozwigzywania uktadéw réwnan opartej na dodawaniu lub odejmowaniu row-
nan stronami zostal poswiecony artykul , Rady na uktady”, Kwadrat nr 10 (wrzesien 2013).

5. Dany jest czworokat wypukty ABC'D. Punkty K i L sa $srodkami odpowiednio bokéw
AB i CD. Wykaz, ze jezeli pola czworokatéw BCLK i DAKL sa réwne, to czworokat
ABCD jest trapezem.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze trojkaty DKL i KCL maja réwne podstawy DL i LC oraz wspolna
wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka K. Wobec tego [DK L] = [KCL], gdzie [F| oznacza
pole figury F. Stad wynika, ze [AK D] =[KBC].

Niech hp bedzie wysokoscia trojkata AK D poprowadzona z wierzchotka D, a hg —
wysokoscig trojkata K BC' poprowadzong z wierzchotka C'. Wowczas %-AK -hp= % -KB-h¢,
a zatem hp =he, gdyz AK = KB. Wobec tego odlegtoséci punktéw D i C od prostej AB sa
rowne. Ponadto punkty D i C leza po tej samej stronie prostej AB. Stad wynika, ze proste
AB i CD sa rownolegtle, a zatem czworokat ABCD jest trapezem.

Uwaga
Przyktady rozwigzan podobnych zadan geometrycznych zwiazanych z polem figury
mozna znalezé w artykule ,Pole”, Kwadrat nr 10 (wrzesien 2013).

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Matematycznej NAR020>VVEJ EpukAC)! FUNDUSZ SPOLECZNY

_— ) .
ANTR\ stowarzyszenie MINISTERSTWO Osrovex UNIA EUROPEJSKA
KAP|TA|’_ LU DZKl 4 E\ na rzecz Edukacji EDUKACJI . Rozwosu EUROPEJSKI
wY

Projekt wspoffinansowany przez Unig Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 2



6. Punkt P lezy na sferze opisanej na szescianie. Wykaz, ze suma kwadratéw odlegtosci
punktu P od wierzchotkéw szeScianu nie zalezy od wyboru punktu P.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez A i B takie wierzcholki szescianu, ze odcinek AB stanowi jego prze-
katna. Poprowadzmy plaszczyzne przez punkty A, B i P. W przekroju sfery otrzymamy
okrag, ktérego srednica jest AB. Poniewaz punkt P lezy na tym okregu, wiec kat APB jest
katem wpisanym opartym na pétokregu, a zatem $APB =90°. Stad, na mocy twierdzenia
Pitagorasa, uzyskujemy AP?+ BP? = AB?. Zalezno$é ta jest spelmiona réwniez w przy-
padku, gdy P=A lub P=B.

Postepujac analogicznie z pozostalymi trzema parami przeciwleglych wierzchotkéw sze-
Scianu i dodajac otrzymane réwnosci stronami dowodzimy, ze suma kwadratow odlegtosci
punktu P od wierzchotkéw sze$cianu jest réwna 4d?, gdzie d jest dtugoscia jego przekatne;.
Liczba ta nie zalezy od wyboru punktu P.

7. Czy kwadrat o wymiarach 2013 x 2013 mozna podzieli¢ na prostokaty o wymiarach
1x 3 w taki sposéb, aby liczba prostokatéw utozonych pionowo réznita sie o 1 od liczby
prostokatow utozonych poziomo? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania
Przypusémy, ze kwadrat o wymiarach 2013 x 2013 mozna podzieli¢ na prostokaty o wy-
miarach 1 x 3 w taki sposob, aby liczba prostokatéow utozonych pionowo réznita sie o 1 od

liczby prostokatow utozonych poziomo. Wszystkich prostokatow jest
2013-2013

3
Bez straty ogdélnosci mozemy przyjaé, ze liczba prostokatow utozonych pionowo jest wieksza.
Wynosi ona wowczas 675362.

Pomalujmy kolumny danego kwadratu na przemian kolejno na czerwono, zielono i nie-
biesko. Poniewaz liczba 2013 jest podzielna przez 3, wiec pdl (kwadratéw jednostkowych)
kazdego koloru jest tyle samo. Zauwazmy, ze kazdy prostokat utozony poziomo pokrywa
jedno pole czerwone, jedno zielone i jedno niebieskie. A zatem wszystkie poziome prosto-
katy pokrywaja tyle samo pdl kazdego z trzech koloréw. Stad wynika, ze pionowe prostokaty
réwniez musza pokryé¢ tyle samo pol kazdego koloru.

Kazdy prostokat utozony pionowo pokrywa trzy pola tego samego koloru. Wobec tego
wszystkie pionowe prostokaty dziela si¢ na trzy grupy: prostokaty czerwone, prostokaty
zielone i prostokaty niebieskie. Skoro w sumie pokrywaja one tyle samo pél kazdego z tych
koloréw, to grupy te maja po tyle samo elementéw. Liczba 675362 nie dzieli sie jednak
przez 3. Otrzymana sprzecznos¢ konczy rozwiazanie zadania.

= 1350723.
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